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Abstrakt

V predlozenej préaci popisujeme niekol’ko modelov rastu binarnych sys-
témov, ktoré sa pouzivaju pri studiu casového vyvoja meniacich sa roz-
hrani, a vysvetlujeme dynamické skalovanie konkrétnych modelov rastu.
Vyvoj rozhrania v nerovnovahe popisujeme pomocou diskrétnych rasto-
vych modelov alebo pomocou stochastickych diferencialnych rovnic. Pria-
my vztah medzi tymito dualnymi pristupmi je urcéeny pomocou metddy
regularizacie. Pre zvolené diskrétne modely odvadzame zodpovedajicu
majstrovskil rovnicu, z ktorej za pouzitia Kramers-Moyalovho rozvoja
ziskame prislugni spojiti Langevinovu rovnicu. Hlavnym ciefom prace
je vypracovanie sihrnného prehladu rastu binarnych systémov a analyza
odvodenia spojitého popisu pre (1 + 1) rozmerny single-step solid-on-
solid model s dvoma typmi ¢astic a Isingovskou interakciou. Tento model
je zalozeny na single-step modeli, ktorého skilovacie exponenty patria
do Kardar-Parisi-Zhangovej (KPZ) triedy univerzality. Pre single-step
model takisto odvadzame zodpovedajicu Langevinovu rovnicu.

Klacové slova: rast rozhrani, diferencidlne stochastické rovnice, diskrétne modely
rastu, dvojzlozkovy systém, Kramers-Moyalova transformacia
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Abstract

In the presented thesis we describe several growth models of binary sys-
tem used in the study of the temporal evolution of fluctuating interfaces,
and we explain the dynamical scaling of particular growth models. We
describe the evolution of interface in a nonequilibrium by discrete growth
models or by differential stochastic equations. The relation between the-
se two metods of description is determined by regularization. We derive
relevant continuous Langevin equation for the selected growth models
from Kramers-Moyal expansion of the master equation. Our main goal is
to create the overall summary of the growth models of binary system and
to analyse the derivation of the continuous description for a (141) dimen-
sional single-step solid-on-solid growth model with two kinds of particles
and Ising-like interaction. This model is based on the single-step model
with scaling exponents belong to the Kardar-Parisi-Zhang universality
(KPZ) class. We derive relevant Langevin equation for the single-step
model.
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Uvod

Rast povrchov a rozhrani bol a je predmetom velkého zaujmu. Jednotlivé stochas-
tické procesy prebiehajice poc¢as rastu mozeme Studovat pomocou roznych rastovych
modelov. Zlozitost spociva v tom, Ze jednotlivé procesy st viacsinou podstatne odlis-
né, a je naro¢né rozpoznat, ako sa podielaju na vyslednych vlastnostiach rasticeho
utvaru. Pomocou rastovych modelov m6zeme popisovat predovsetkym rast pevnych
latok z pary alebo z kvapaliny. Okrem toho mézeme popisovat aj vyvoj rozhrania
medzi dvoma nezmieSatelnymi kvapalinami, povrch kvapaliny, ktora difunduje po-
réznym materialom.

V pripade jednozlozkovych rastovych modelov je ich pouzitie obmedzené na po-
pis rastu ¢istych materidlov, vyvoj organizmov jedného druhu a pod. Mikroskopicky
mechanizmus takychto problémov v pripade jedného druhu ukladanych ¢astic bol
v minulosti rozsiahle studovany [1]. Mnoho realnych dejov v8ak prebieha v skutoc-
nosti v dvoch a viackomponentnych systémoch (ide napr. o vznik struktir zlozenych
z domén roznych typov Castic, rast magnetickych materialov z iénov, atémov).

V tejto préci sa zaoberame dvojzlozkovymi systémami, ktorych vyznam moze byt
nasledujuci: popis reakcii, ktoré nastavaji na rasticich povrchoch materialov, rast
binarnej zliatiny z kvapaliny obsahujtcej dva typy castic, rast kolénie dvoch druhov
baktérii, rast tenkych pevnych filmov a pod. Cielom tejto prace je vypracovanie
prehladu o popise vyvoja rozhrania dvojzlozkového systému a nésledné odvodenie
spojitého popisu, ktory zodpoveda vybranému dvojzlozkovému diskrétnemu modelu.

Jednotlivé modely rastu mézeme rozdelit na diskrétne a spojité. Jednoduché ras-
tové modely umoznuju Studovat jednotlivé stochastické procesy nezavisle. Stadiom
roznych rastovych modelov bolo zistené, Ze tieto modely mozeme podla spolo¢nych
¢ft spravania rozdelit do niekolkych tried. Ak je splnend podmienka univerzality
(t.j. ak jednotlivé modely patria do rovnakej triedy univerzality), mozeme vysledky
ziskané pre jednoduché modely zovSeobecnit i na sprévanie zlozitejsich systémov,
pre ktoré nepozname rieSenie. Kapitola 1 obsahuje zoznamenie so zakladnou charak-
teristikou modelov rastu.

Prehlad modelov rastu binarnych systémov je vypracovany v kapitole 2. V tej-
to kapitole st uvedené nasledujtice dvojzlozkové modely: (i) jednoduchsie modely,
ktoré umoznuju studovat jednotlivé procesy nezavisle (balisticky depozi¢ny model,
ndhodny depozi¢ny model, dvojzlozkovy single-step model, epitaxia z molekulovych
zvizkov za pritomnosti fazovej separacie, rast AgsBo s filmu); (i) zlozitejsie modely
(rast Fe/NizsBos multivrstvy, rast Co;_.Ag./Ru(0001) zliatiny), ktoré su realnejsie.



V kapitole 3 je uvedeny spojity popis dvojzlozkového depozi¢ného modelu. Ten-
to model je popisany pomocou dvojice Langevinovych rovnic pre vyvoj vysky a
magnetizacie. B. Drossel a M. Kardar navrhli konkrétny dvojzlozkovy model (,brick
wall“ model), ktory vyhovuje uvedenému spojitému popisu. Vlastnosti tohto modelu
sa daju studovat aj pomocou pocitacovych simulacii.

V kapitole 4 sa zaoberdme vzajomnym vztahom medzi pravdepodobnostnym po-
pisom diskrétnych modelov a spojitymi stochastickymi rovnicami, t.j. v tejto kapitole
je popisany prechod medzi diskrétnymi a spojitymi modelmi. Pre jednotlivé diskrét-
ne modely moézeme z majstrovskej rovnice pomocou Kramers-Moyalovho rozvoja
odvodit Fokker-Planckovu rovnicu, ktora je ekvivalentna s Langevinovou rovnicou.
Prechod k Langevinovej rovnici pre spojiti premenni sa uskuto¢huje pomocou vy-
hladzovacej procediry. Prakticky sa vyhladzovacia procedira robi metédou regula-
rizacie.

Kapitola 5 obsahuje analyzu odvodenia spojitého popisu (odvodenie diferenciél-
nych rovnic) pre dvojzlozkovy single-step model. Tento skiimany model je priamym
zovseobecnenim single-step modelu.



Kapitola 1

Zakladna charakteristika modelov
rastu

1.1 Metoédy popisu a Studia vyvoja rozhrania

MnozZstvo objektov v prirode m6zeme chapat ako vysledok nejakého druhu rastu.
Skuto¢né mechanizmy rastu su zvycajne dost komplikované, no na popis niektorych
znakov daného javu mozeme pouzit viac alebo menej zjednoduseny model. Jednotlivé
modely rastu mdzeme zhruba rozdelit do dvoch skupin:

e diskrétne modely,
e spojité modely.

Podrobny popis mnohych modelov a ich spravanie moézeme najst v prehlade [1];
ako stru¢ény avod do problematiky moze poslazit [2].

Dimenziu substratu, na ktorom prebieha rast objektu, oznacime d'. Objekt ras-
tie v.d = d' + 1 rozmernom priestore. Rastici povrch méZzeme dobre aproximovat
funkciou h(x,t), kde x je d’-rozmerny vektor popisujici jednotlivé body substratu a
t je cas. V pripade, ked povrch nemé6zeme priamo popisat funkciou od x, tak h(x,t)
ma vyznam maximélnej vysky v mieste x. V pripade diskrétnych poldh na substrate,
ktoré mozu ¢astice obsadzovat, je konfiguracia povrchu reprezentovana d’-rozmernym
stiborom vysok stipcov, na ktorych st ulozené astice. Vysky jednotlivych stipcov sa
menia takisto diskrétne.

1.2 Diskrétne modely rastu

Diskrétne modely si dané definovanim: (7) priestoru konfigurécii; (i) pravidiel
rastu, ktoré zahfhaju mozné procesy, a ich pravdepodobnosti. Povrch studovaného
utvaru sa meni v dosledku troch procesov: depozicii novych ¢astic na povrch krystalu,
vyparovaniu povrchovych castic a ich migracii. Tieto procesy nastévaji s pravdepo-
dobnostami, ktoré zéavisia na okamzitej konfiguracii. Pri vytvarani modelu sa ¢asto

10



Zakladna charakteristika modelov rastu 11

kladu nejaké obmedzenia na geometriu povrchu krystalu (najcastejsie pouzivanou je
jednoduché kubicka mriezka).

Castice sa mozu nachadzat iba na miestach, ktoré zodpovedaji uzlom krystalickej
mriezky, t.j. polohy jednotlivych castic st nasobkami mriezkovej konstanty a, a pre-
to na rozliSenie poldh sa pouziva bezrozmerny index i. Premenné h; udava vysku
povrchu nad i-tym miestom.

Pri vac¢sine materidlov dochadza ku vzniku kompaktnych utvarov. Prikladom
diskrétneho modelu je solid-on-solid (SOS) model.

Solid-on-solid model

SOS model sa pouziva v rovnovéaznej Statistickej mechanike povrchov. Pri SOS
modeloch pozadujeme, aby kazdé obsadené miesto bolo priamo nad dal$im obsade-
nym miestom, t.j. nevznikaju ziadne previsy ani diery.

Speciédnym variantom je obmedzeny soli-on-solid model (angl. restricted solid-on-
solid model) (RSOS), ktory je definovany na jednoduchej kubickej mriezke a obsahuje
dodato¢nu poziadavku, aby rozdiel vysok susednych miest spliial |hi—h;| < S, kde S
je Tubovolné celé ¢islo. Najcastejsie sa pouziva S = 1.

Na SOS modeli je zaloZeny aj single-step solid-on-solid model. Pre tento model
pozadujeme, aby rozdiel vysok dvoch najblizsich susednych miest nadobudal len dve
hodnoty, obvykle +1 alebo —1. V d’ = 1 moéZe byt reprezentovany ako: (i) ukladanie
Stvorcov na Stvorcovii mriezku otocentd o 45° (obr. 1.1a); (ii) ukladanie obdlzni-
kov na $tvorcovi mriezku (obr. 1.1b); (i) ukladanie sfér na hexagonalnu mriezku
(obr. 1.1¢c). V. d' = 2 je single-step-model definovany na priestorovo centrovanej
mriezke - tomu zodpoveda priestorovo centrovany SOS model (angl. body-centred
SOS model) (BCSOS). Priestorové konfiguracie BCSOS modelu moézu byt zobrazené
do 6-vrcholového modelu.

L)
. -

(a) ’ (b)

Obrazok 1.1: Tri rozdielne realizacie single-step modelu pre 1-dimenzionalny sub-
strat. Jednotlivé realizacie sa liSia poc¢tom susedov deponovanej castice. Ciarkované
¢lary oznacuju pozicie, na ktoré mozu byt ulozené nové castice.

1.3 Spojité modely rastu

Spojité modely st dané stochastickou diferenciadlnou rovnicou (zovseobecnené
Langevinova rovnica), ktora je v8eobecne nelinearna v premennych popisujicich po-
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vrch. Pre ttito rovnicu, podla ktorej sa riadi ¢asovy vyvoj povrchu, plati [2]
Oh(x,t)
ot
1 je ndhodné premenna reprezentujica nahodnost a F je funkcional, ktory zavisi iba
na rozdieloch vysok, nie na absolutnych vyskach

= F{h(x,t)} + n(x,1), (1.1)

1
F = vy +vV2h(x,t) + 5)\[Vh(x, O+, (1.2)

kde vy je priemerné rychlost rastu.
Substrat, na ktorom prebieha rast systému, charakterizujeme pomocou jeho sirky
W (L,t), pre ktoru plati

W(L,t) = % <Z[h(x, £ — MJ2>, (1.3)

— 1
kde L je velkost systému. h(t) = a1 Z h(x,1) predstavuje priemerna vysku, sym-

bol () mé vyznam Statistického priemeru.
Pre dostato¢ne velké ¢asy a velkosti substratov W vyhovuje dynamickej $kélo-
vacej hypotéze [3]
W(L,t)~ Lf(t/L), (1.4)

kde « je exponent hrubky, § exponent rastu a z = /3 dynamicky exponent. Skalo-
vacia funkcia f(z) = 2° pre x < 1 a f(z) = const pre z > 1. Exponenty a a z st
charakteristikami pre dany model. Podla 8kalovacieho zdkona méZeme zaviest klasi-
fikdciu modelov rastu do jednotlivych tried univerzality. Pomocou zjednoduSenych a
teoreticky zvladnuteInych modelov mozeme pochopit a predpovedat vlastnosti kom-
plexnejsich systémov patriacich k rovnakej triede univerzality. Prikladmi jednotlivych
tried univerzality je Edward-Wilkinsonova (EW) trieda a Kardar-Parisi-Zhangova
(KPZ) trieda.

Edward-Wilkinsonov model

EW model je najjednoduchsim spojitym modelom rastu (je to spojita verzia
nahodného depozicného modelu s relaxaciou popisujicou sedimentéciu). Evolu¢na
rovnica méa nasledujtci tvar

Oh(x,t)

5 = vV2h(x,t) + n(x,t), (1.5)

kde n(x,t) je gaussovsky Sum vyhovujiaci podmienkam

(n(x,)) =0, (1.6)
(n(x, t)n(x', 1)) = 2D6% (x — x')ot — t'. (1.7)
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Prvy ¢len na pravej strane (1.5) reprezentuje difaziu s konstantou v, ktora méa
rozmer diftiznej konstanty. Vysledkom zavislosti lokélnej rychlosti rastu na lokédlnom
zakriveni V2h je vyhladenie povrchu, t.j. v sa d4 interpretovat ako povrchové napitie.

Pre koeficienty EW triedy univerzality plati

2a+d—1=a/p. (1.8)

Kardar-Parisi-Zhangov model

Kardar, Parisi a Zhang zovseobecnili EW model tym, Ze zahrnuli ¢len (A\/2)(Vh)?,
aby objasnili efekt laterdlneho rastu. Potom rovnica (1.1) je nelinearna Langevinova
rovnica

Oh(x,t)
ot
Tento spojity model zohladiuje povrchové napétie (prvy ¢len na pravej strane)
aj efekt lateralneho rastu (druhy ¢len na pravej strane).
Pre koeficienty KPZ triedy univerzality plati

= vV2h(x,t) + %[Vh(x, 7 +n(x,t). (1.9)

a+a/f=2. (1.10)

1.4 Metody rieSenia

Medzi zakladné metddy pouzivané pri rieSeni jednotlivych modelov rastu patria:
(7) numerické simulécie; (i) integracia stochastickych rovnic; (4ii) renormalizacné
grupy a (i) majstrovské rovnice.

e numerické simulacie
V stcasnosti, ked existuju moderné pocitace, sa ovela CastejSie pouzivaju nu-
merické simulécie na $tidium komplikovanych problémov, pre ktoré su dostup-
né len aproximativne tedrie. Na simulovanie rastu sa najcastejSie pouzivaju
programy zaloZené na metdéde Monte Carlo.

e integracia stochastickych rovnic
Tato metoda rieSenia je zaloZené na integracii stochastickych rovnic, pomocou
ktorych popisujeme jednotlivé modely. Analyticky sa stochastické rovnice daju
vyriesit len v jednoduchych pripadoch. V zlozitejsich pripadoch sa musia riesit
numericky.

e renormalizacéné grupy
Triedy univerzality v nerovnovahe nie st uréené len symetriou parametrov a
dimenziou priestoru, ale takisto aj pritomnostou resp. absenciou zakonov za-
chovania a vztahom medzi Poissonovymi zatvorkami. Pri studiu rastu je me-
toda renormaliza¢nych grip (RG) uspesna len CGiastoCne, pretoze RG rovnice
nemdzeme vzdy vyriesit.
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e majstrovské rovnice
Dalsie pribliZenie pri $tudiu rastu je zaloZené na majstrovskych rovniciach [16].
Tieto rovnice su exaktne vyrieSitelné pre d = 1 modely a pre velmi malé
systémy v pripade d' = 2.



Kapitola 2

Diskrétne modely rastu binarnych
systémov

V tejto kapitole st uvedené dva typy binarnych modelov: () jednoduchsie modely
(balisticky depozi¢ny model, ndhodny depoziény model, dvojzlozkovy single-step mo-
del, epitaxia z molekulovych zvizkov za pritomnosti fazovej separacie, rast Ag5Bo.5
filmu); (44) zlozitejsie modely (rast Fe/NizzBos multivrstvy, rast Co;_.Ag./Ru(0001)
zliatiny), ktoré su reélnejsie.

2.1 Balisticky depozi¢ny model

Balisticky depozi¢ny (BD) model (angl. ballistic deposition model) je popisany
v [4] a zameriava sa na to, ako interakcia medzi dvoma rozdielnymi ¢asticami ovplyv-
nuje kinetiku rastu a morfoldgiu vznikajiceho povrchu. Tento model je adekvatny
popisu reakcii, ktoré nastavaju na rasticich povrchoch materialov. Okrem toho po-
pisuje aj depoziciu dvoch druhov ¢astic s rozdielnymi pritazlivymi silami.

Proces rastu v (1 + 1) dimenzionalnom priestore prebieha podla nasledujucich
pravidiel: najprv je ndhodne vybrany stlpec na substrate, a potom castica A (alebo
Castica C') je ulozena na povrch s pravdepodobnostou 1 — P (alebo P). Na obr. 2.1
je zobrazena ¢ast takéhoto agregatu. Biele obdlzniky reprezentuju ¢astice typu A
a tmavé obdlzniky reprezentuju Castice typu C. Kruznice popisuji prichadzajtce

7
(] o

Obréazok 2.1: Balisticky depozi¢ny model
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Diskrétne modely rastu binarnych systémov 16

castice. Draha padajtcej Castice je naznaCenéd pomocou Sipok. Depozicia ¢astic sa
odohrava nasledovne:

e ak je prichadzajuca Castica typu A, prilepi sa na prvi casticu A alebo C, ktoru
stretne, a to bud

— na vrchu vybraného stlpca, ked tento stipec je vyssi, rovnako vysoky alebo
nizsi o jednu ¢asticu nez susedné stlpce (Castice 1, 2, 5, 6 a 8)

— alebo na jeho bokoch, ked tento stlpec je nizsi nez susedné o viac ako
jednu ¢asticu (¢astice 3, 4 a 7).

e ak je prichadzajuca castica typu C,

— prilepi sa na vybrany stlpec,
« ak na vrchu tohto stlpca je ¢astica A a tento stlpec je vyssi alebo
rovnako vysoky nez susedné stlpce (Castice b a 6),
* ak na vrchu tohto stipca je ¢astica C' a stcasne susedny stlpec, ktory
je vySsi o jednu Casticu, ma na vrchu Gasticu A (Castica 8)
— a vybrany stlpec je nizsi nez susedné stlpce o viac ako jednu Gasticu, tak
castica C'
 prilepi sa lateralne, ak najde casticu A (Castice 3 a 7),
« alebo bude postupovat dole, kym sa nestretne s ¢asticou A (Castica 4,
dvojitéa sipka).

— neprilepi sa, ak sa stretne s ¢asticou C' (¢astica 1).

Numerické simulacie rastu BD modelu naznacuju, Ze takto navrhnuty model ne-
musi patrit ku KPZ triede univerzality. Odchylka od tejto triedy univerzality sa meni
v rozsahu od 10 do 14 %, kym chyba vypoctu koeficientov je priblizne 3 % [4]. Pri vy-
voji BD modelu pri velkych casovych Skdlach sa mozu zmenit hodnoty exponentov
a a 3, ktoré uz buda zodpovedat KPZ triede univerzality.

2.2 NAahodny depozi¢ny model

Nahodny depoziény (RD) model (angl. randomlike deposition model), ktory je
uvedeny v [5], popisuje depoziciu dvoch rozdielnych druhov castic. Castica A (ak-

Efﬁtw = E? P -

Obrazok 2.2: Nahodny depozi¢ny model

o
'
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tivna Castica) s pravdepodobnostou 1 — P a Castica C' (neaktivna Castica) s prav-
depodobnostou P su ukladané na (1 + 1) dimenzionalny substrat. Priklad takéhoto
modelu je znazorneny na obr. 2.2. Biele obdlzniky reprezentuju ¢astice typu A a
tmavé obdlzniky reprezentuju ¢astice typu C. Castica padé kolmo na substrat.

Ked c¢astica dosiahne povrch rasticeho substratu, moze sa prilepit v mieste,
na ktoré dopadla, alebo moze difundovat na d'alsiu poziciu podla nasledujtcich pra-
vidiel modelu:

e najprv dochédza k depozicii

— ak Castica na vrchu vybraného stlpca je Gastica typu A,

— ak ¢astica na vrchu vybraného stlpca je ¢astica typu C a sticasne susedny
stlpec, ktory je vyssi o jednu ¢asticu, mé na vrchu ¢asticu A,

e potom dochéadza k difuzii

— ak ulozené castica je Castica typu C, tak moze difundovat do susednych
miest, az kym nedosiahne lokdlne minimum vysky,

— pre Casticu typu A diftzia nie je povolena.

Pre P = 0 sa tento model zhoduje s triviaAlnym modelom, v ktorom castica
padé, az kym nedosiahne vrch vybraného stipca, a na tomto mieste aj zostane.
Medzi jednotlivymi stipcami nie st ziadne korelacie, t.j. ich rast prebieha nezévisle.
Pre P # 0, rast jednotlivych stlpcov vyrazne zavisi na lokalnej struktare, t.j. medzi
rozdielnymi stlpcami existuje uréity vzajomny vztah.

Z numerickych simulacii v [5] vyplyva, Ze nahodny depozi¢ny model patri k Edward-
Wilkinsonovej triede univerzality. Morfologia vzniknutého povrchu zavisi na hodnote
pravdepodobnosti P, t.j. na difaznych procesoch ¢astic C.

Fyzikilna motivacia RD modelu méze byt nasledujuca:

e chemické reakcie, ktoré sa odohravaja pri raste povrchov materialov.

Napr. v 5] je modelované nasledujica reakcia: A + B = C. Castice A aj B st
aktivne; z tychto Castic vznika reaktant C', ktory uz nie je aktivny. Castica A
je vybrana s pravdepodobnostou 1 — P a cCastica B s pravdepodobnostou P.
Ak P je malé, tak reaktant C' je produkovany s pravdepodobnostou P. V [5]
sa uvazuje diftzia iba pre ¢astice typu C, ktoré maji menej interagujtce vazby
s dalsimi Casticami a mozu sa volnejSie premiestiiovat na miesta s lokdlnym
minimom vysky.

e rast rozhrania materialu s nizkou koncentraciou necistot,

e depozicia jedného druhu tazkych castic a dalsieho druhu l'ahkych castic, medzi
ktorymi st rozdielne pritazlivé sily. Lahgie castice moézu Tahsie difundovat nez
tazsie Castice.
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2.3 Dvojzlozkovy single-step model

Popis dvojzlozkového single-step modelu (angl. two-component single-step model)
(TCSS) je uvedeny v [6]. Fyzikalna interpretacia TCSS modelu moze byt nasledujuca:
rast binarnej zliatiny z kvapaliny obsahujtcej dva typy castic alebo rast kolonie dvoch
druhov baktérii.

TCSS model je zalozeny na single-step solid-on-solid (SOS) modeli. Uvazujeme
dva typy ukladajucich sa castic. Konkrétny typ ¢astice oznacujeme pomocou premen-
nej o, ktord nadobida hodnoty +1 alebo —1 (tieto hodnoty nestvisia s velkostou
kroku). Oby¢ajne sa pouziva analogia s magnetickymi systémami, a tak 0 ma vyznam
spinu.

Uvazujeme rast povrchu v (1 4 1) dimenzii, no tento model méze byt zovseobec-
neny aj do I'ubovolnej dimenzie. Jednotlivé realizéicie single-step geometrie sa lisia
po¢tom moznych najbliz§ich susedov pre novu ¢asticu (obr. 1.1) a vedd k trom roz-
dielnym TCSS modelom. V [6] sa uvazuje varianta s tromi najblizsimi susedmi —
Castica nalavo, pod a napravo od vybraného miesta rastu. Tuto variantu moZeme
realizovat pomocou ukladania obdlznikovych blokov, ktorych vyska je rovna dvojna-
sobku sirky (obr. 2.3). Z podmienky pre single-step model vyplyva, Ze vyska tychto
obdlznikovych blokov musi byt 2.

Pocas rastu s castice iba ukladané na povrch substratu, t.j. neprebieha diftzia
ani vyparovanie Castic z povrchu. Dosledkom single-step poziadavky je, Ze Castice
mozu byt pridané iba na miesta s lokdlnym minimom vysky. Pravdepodobnost pri-
dania Castice so spinom ¢ na miesto ¢ zavisi iba na lokalnom okoli tohto miesta a je
tumerné exp|—AE(i,0)/kgT), kde kg je Boltzmannova konstanta, 7" termodynamic-
ka teplota a AFE(i,0) zmena energie suvisiacej s depoziciou novej ¢astice. Energia
AE(i,0) je dana Isingovou interakciou novej ¢astice s ¢asticami v najblizsom sused-
stve miesta rastu i. Ak ozna¢ime spin ¢astice na vrchu stlpca na mieste 4 (povrchovy
spin) ako o(i), potom pre zmenu energie AE(i, o) plati

AE(i,0) = —Jolo(i — 1)+ o(i) + o(i + 1)] — ho, (2.1)

kde J je vizbova sila a h vonkajsie pole. Pre J a h sa pouziva vyjadrenie pomocou
bezrozmernych konstant K = J/kgT a H = h/kgT.

Obrazok 2.3: Dvojzlozkovy single-step model: Priklad konfiguracie s dvoma typmi
Castic (tmavé a svetlé oblasti) pre uvazovanu realizéciu single-step modelu. Ciarko-
vané Ciary oznacuju pozicie, na ktoré mozu byt ulozena nova castica.
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Obrazok 2.4: Priklady vyvoja profilov povrchu dvojzlozkového single-step modelu
pre niekol'ko réznych hodnot vézbovej sily medzi casticami, K = 0.3, 0,7, 1,1, 2.0
a nulové vonkajsie pole h. Profily povrchu v réznych ¢asoch rastiice ako mocnina st
znazornené pomocou svetlych ¢iar. Pre dany cas je zobrazena iba ¢ast povrchu blizko
povrchu. Cierna a siva farba zodpoveda rozdielnym typom castic. Velkost systému
je L = 250. Obréazok je prevzaty z [6].

Geometria systému je popisana vyskovou korelacnou funkciou
| L
G(rt) = ZZ([h(H—r, t) — h(i, t))?). (2.2)

i=1
Evolucia geometrie systému je ovplyvnena zlozenim povrchu a naopak. ZloZenie
povrchu charakterizuje priemerné velkost domény na povrchu D(t), spinova korelac-
né funkcia povrchovych spinov S(r,t), magnetizacia M (T'), pre ktoré plati
1 L
S(r,t) = I Z(a(z +r,t)o(i,t)), (2.3)

=1

M) = %Z(a(i,t». (2.4)

Vyvoj dvojzlozkového modelu zavisi na interakcii medzi réznymi druhmi castic
a na zaciato¢nom zlozeni povrchu (napr. feromagneticky rezim (K > 0), antifero-
magneticky rezim (K < 0), ndhodné zlozenie povrchu). Z Monte Carlo simulacie
v [6] pre TCSS model vyplyva, Ze v zatiato¢nych fazach rastu mozeme pozorovat
usporiadanie povrchu. V tychto fazach je hodnota exponentu rastu fGrcess vécsia ako
hodnota zodpovedajticeho exponentu rastu Fgpyz pre KPZ triedu univerzality [7]. No
po istom Case sa zastavi usporiadanie pozdiz povrchu a skalovacie exponenty prej-
di na exponenty KPZ triedy univerzality. Pre dostato¢ne velka vizbovu silu medzi
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Casticami mozeme pozorovat usporiadanie vo vertikdlnom smere, ktoré pretrvava
pre dostatocne velké ¢asy (obr. 2.4).

2.4 Rast Fe/NizsBas multivrstvy

Rast Fe/NizsBos multivrstvy (angl. multilayer) (Fe/NizsBas ML) mozeme popisat
pomocou TCSS modelu v (2 + 1) dimenzii [8]. Vysledky Monte Carlo simulacie v [6]
pre TCSS model boli potvrdené experimentalne pomocou merani odrazu réntgeno-
vého ziarenia od ML. Mikroskopicka struktira takejto ML je znazornena na obr. 2.5.

Priprava NizsBos filmu a Fe/NizsBos ML na Si(100) substrate a konkrétny experi-
ment pre NizsBos(72 nm) film a pre [Fe(2 nm) /NizsBos(2 nm)]6 a [Fe(4 nm) /Nizs Bos (4
nm)|s ML sa v [8].

Vysledky experimentov s nasledujice [8]: V za¢iato¢nom stadiu rastu Fe/NizsBos
ML je hodnota exponentu rastu 8 v rozmedzi od 0.55 do 0.57. So zvécsujicou sa Fe
vrstvou a poctom vrstiev Fe/NizsBos sa zmensuje hodnota exponentu 5 na hodnotu
0.34. Hodnota 3 = 0.34 zodpoveda KPZ triede univerzality. Pomocou transmisného
elektrénového mikroskopu sa potvrdil aj stlpcovy charakter vysledného usporiadania
multivrstvy (obr. 2.5).

Obréazok 2.5: Mikroskopickd Struktira ziskan&d pomocou transmisného elektrono-
vého mikroskopu (TEM) Si(100)/Fe(4 nm)/[NizsBos(2 nm)/Fe(2 nm)]6/Fe(4 nm)
ML vzorky. Obrazok je prevzaty z [8|.
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2.5 Epitaxia z molekulovych zvazkov za pritomnosti
fazovej separacie

Epitaxia z molekulovych zvizkov (angl. molecular beam epitazy) (MBE) je proces,
pri ktorom st Castice ukladané na povrch pomocou orientovaného zvizku. MBE sa
pouziva pri raste tenkych pevnych filmov.

Technika MBE rastu je zalozena na fakte, ze povrchova difizia je aktivovany
proces. Castice difunduja na povrchu a prekonévaji potencialnu bariéru s pravdepo-
dobnostou tmernou exp(—AE/kgT). Jednotlivé atomy hladaja konfiguraciu s mi-
nimalnou energiou. Tomuto procesu brani tok prichéddzajicich ¢astic, napr. ¢astica,
ktora nie je v stave s minimalnou energiou, moze byt zakryta prichadzajicou cas-
ticou. Dosledkom tohto nerovnovazneho rastu je, ze povrch dosiahne stabilny stav
tam, kde sirka povrchu je saturované, no povrch nie je v rovnovahe. Najjednoduchsim
sposobom rastu vrstvy s MBE je depozicia jedného typu ¢astic (napr. Si na Si).

V [9] sa pomocou metédy Monte Carlo studuje MBE proces, pri ktorom sa sicas-
ne ukladajua dva typy Castic, a kde medziatomova potencialna energia vedie k fazovej
separacii. Z mikroskopického hl'adiska sa v [9] popisuje systém so solid-on-solid (SOS)
modelom rozsirenym Isingovym modelom, pomocou ktorého sa popisuje fazova se-
paracia.

Teoreticky popis modelu

Pri popise MBE sa typicky zanedbava odparovanie ¢astic a neuvazuju sa pre-
visy ani vakancie. MBE sa modeluje pomocou SOS modelov. Pre diskrétny model
Hamiltonianu pre MBE jedného typu atémov podla [9] plati

Hsos = % > b= hyl", (2.5)
<ij>
kde h; je diskrétna vyska v mieste ¢ a suma prebicha cez vSetky najblizSie miesta
(Esos > 0) 1. Exponent n suvisi so Schwoebelovymi bariérami 2. V tomto pripade
sa voli n = 1. Hgos je tmerny poc¢tu prerusenych véazieb na povrchu.
Vlastnosti tohto modelu sa v [9] skamali v (1+1) (d =1)a (2+1) (d = 2)
dimenzii simulédciou Monte Carlo. Va¢sina vlastnosti struktury povrchu sa dé ziskat
z povrchového Struktirneho faktora definovaného ako

~ -~

S.(k,t) = (h(k, )h(—k, 1)), (2.6)

zérovei platf h(k, t) = L=¢/2 3" [h(r,t)—h]e™*, kde  je priemerns hodnota pre A(r, t),
L je velkost systému, hranaté zatvorky () oznacuju priemer cez nezavislé zaciatoéné
podmienky. Pre povrchovy struktarny faktor plati jednoduché skalovanie

Sy(k, t) = k7s(k*t), (2.7)

1V SOS modeloch sa energia Egog uréuje podla poétu vizieb medzi Gasticami.
2Schwoebelove bariéry st popisané v ¢lanku: Villain, J.: Continuum models of crystal growth
atomic beams with and without desorption, J. Phys. I 3 (1991) 19-42.
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kde pre exponenty plati hyperskalovacia relacia v = z. épeciﬁcké skalovacia dlzka &
sa riadi mocninovym zakonom
£~ tlz, (2.8)

Pre sirku rozhrania W plati

W2(L,t) = (5)_ D ([h(rt=h)P) =a® D Si(k,t), (2.9)

a
r k

kde a je mriezkova konstanta. Pre korela¢na funkciu plati

Gi(r,t) = ([A(r,t) = h(0,8)]*) = r*g(r/&(1)), (2.10)

kde ¢ je nezavisly exponent, pricom jeho hodnota nezavisi na rychlosti depozicie a
pritomnosti rovnovazneho hrubnutia povrchu.

Predchadzajicu skalovaciu relaciu a exponent moézeme reprodukovat z Edward-
Wilkinsonovej rovnice

h
% = vV2h+ F +ny, (2.11)

kde F je rychlost depozicie a 7, jej nezachovavajuce fluktuéacie s druhym momentom
D. Struktarny faktor v tomto pripade je S,(k,t) = D/vk%(1 — e 2"¥°t) pre ktory
v stabilnom stave a (14 1) dimenzii plati W = (D /v)Y/2LY2.

Na popis heteroepitaxie je potrebné v danom modeli zahrnut interakcie medzi
roznymi druhmi atomov. Najjednoduch$im modelom, ktory umoznuje popisat fazovi
separéiciu v binarnej zliatine, je Isingov model

1
HIsing = _éEIsing Z 003, (212)

<ij>

kde o; je premenné rovnéa +1 pre A alebo B atéom, suma prebieha cez vSetky najblizsie
susedné pary.
Pre celkovy Hamiltonidn pre MBE s fazovou separaciou pozadujeme

‘H = Hsos + HIsing~ (2.13)

Do tohto modelu vstupuju tri parametre: Eisng/Esos, kg1'/Esos a rychlost de-
pozicie F'.

Popis modelu pri simulacii

Vychéadzame z 1-dimenzionélneho rovného rozhrania velkosti L, priestor nad sub-
stratom je rozdeleny na Stvorcovi mriezku s mriezkovou konstantou a = 1. Miesto ¢
(indexované od 1 do L) je vybrané ndhodne a Castica je uloZena na miesto s vyskou
hi+ 1. V pripade kritickej depozicie (}__ ., 0i = 0) ndhodne vyberieme typ Castice
(+1 alebo —1), ktora prave dopadla na rozhranie. Potom nahodne skimame ato-
my, ktoré st uz ulozené. Ak atéom lezi na povrchu, tak méze preskocit na najblizsie
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susedné miesto na povrchu (v sulade s procesmi 1, 3 a 4 na obr. 2.6) s rychlostou

prechodu
AH;
W;_j = exp (— 7—7{ ]) , (2.14)

kde H je Hamiltonian z rovnice (2.13). Ak atom lezi v objeme, ndhodne vyberieme
najblizsie susedné miesto a pokisime sa vymenit poziciu dvoch atomov, proces 2
na obr. 2.6.

Pri pocitacovych simuléciach predpokladame periodické okrajové podmienky po-
zdlz smeru x, t.j. plati h; = h; + L. Zavedenim tejto podmienky odstranime okrajové
efekty.

Simulacie pomocou metédy Monte Carlo v [9] poukazuji na dolezité aspekty:
(1) nad kritickou teplotou st filmy homogénne; (i) vlnova dlzka zmeny koncentracie
vzrasta s teplotou.

Obrazok 2.6: MBE za pritomnosti fazovej separacie. Procesy 1, 3 a 4 predstavuji
povrchovu diftiziu, kym proces 2 vymenu objemu.

2.6 Rast A().5B0.5 filmu

Zakladny mechanizmus rastu tenkych filmov (rast domén, hrubnutie povrchu)
pre jednoduchy model filmu z binarnej zliatiny Ag5Bos v (2 + 1) dimenzii sa v [10]
studuje MBE simulaciou pomocou meté6dy Monte Carlo.

Rast domén

Teoreticky popis formovania domén pre pripad nezachovivajiceho parametra
usporiadania (angl. a nonconserved order parameter) (NCOP) je znamy ako mo-
del A [10], [11]. Tento model mozeme popisat pomocou Langevinovej rovnice pre jed-
nozlozkovy parameter usporiadania pola W(r,t)

8\11(1“,25)__F OF
ot 8U(rt)

+ no(r, ), (2.15)

kde I' je pohyblivost a F' volné energia, ktord mézeme vyjadrit ako funkcionél zavi-
siaci na lokalnom parametri usporiadania. F' ma Ginzburg-Landauovu formu

F= /dr [V(\If) + %(V\W , (2.16)
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kde V(¥) = %7’0\1/2+%u0\1/4, v ktorom ug > 0, 7o < 0, a kg > 0 je konstanta stuvisiaca
s dosahom interakcie. V (2.15) no(r,t) je stochasticky Sum, pre ktory plati [10]

<770(I', t>> = 07 (217)
(no(r, t)no(r’, t")) = 2kpTTo(r — v')o(t — t'). (2.18)

Teoretické rieSenie rovnice (2.15) a experimenty pre NCOP poukazuju na to, ze
priemernd velkost domény R rastie ako funkcia ¢asu ¢ [12]

R(t) ~ /2, (2.19)
Velkost domény R takisto suvisi s exponentom rastu domén zp
R(l) ~ 1M1, (2.20)

kde [ vyjadruje pocet vrstiev na filme. Struktﬁrny faktor S(k,t) dostaneme pomo-

cou Fourierovej transformacie korela¢nej funkcie parametra usporiadania C(r,t) =

(U(r,t)¥(0,t)), kde ¥(r,t) je lokdlny parameter usporiadania. Podla [10] plati
S(r,t) = (U(k, 1) (=k, 1)) = R(t)*S(kR(t)), (2.21)

kde d je dimenzia priestoru, k vlnové &slo a S(kR(t)) skélovacia funkcia. Stredna
kvadratickd velkost domény sa da Iahko definovat ako [10]

RQ(t):<% > u(r,t) > (2.22)

kde N je celkovy pocet Castic, ktory suvisi s &k = 0 pikom S(k, t).

Hrubnutie povrchu

Hrubnutie povrchu pri nerovnovaznom raste tenkého filmu sa obycajne charakte-
rizuje pomocou sirky substratu W (L,t) (1.3) so skalovanim v tvare (1.4). Povrcho-
vy Struktirny faktor mézeme definovat rovnakym spoésobom ako v podkapitole 2.5,
t.j. pomocou (2.6) so Skdlovanim v tvare (2.7).

Spojita Langevinova rovnica, v ktorej sa zachovava celkovy pocet cCastic, je po-
pisana pomocou povrchového diftizneho toku j(r,t) a nezachovavajiceho ndhodného
Sumu 7(r,t)

ah(at; 2 =—V-j(r,t) +n(r,t). (2.23)

Pre sum 7(r,t) plati
(n(r,t)) =0, (2.24)
(e, t)n(x' t)) = 2D6% (r—1")o(t —t), (2.25)

kde D je diftizna konstanta.
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Ak j = —vV?h, dostaneme linedrnu Langevinovu rovnicu
oh
— =vV? 2.26
at v + 777 ( )

ktora pre d’ = 2, mdzeme exaktne vyriesit a dostaneme § = 0 a z = 2. Na zéklade
tohto zistenia sa pre modely popisané rovnicou (2.23) predpoklada hyperskalovacia
relacia v tvare

z=20+d. (2.27)

Popis modelu

Uvazujeme dva druhy castic (A a B) - material typu A rastie na substréate z ma-
teridlu B (napr. rast Ge na Si substrate). Podla medzipovrchovej volnej energie
a podla rozdielu v mriezke medzi Casticami substratu a prichadzajucimi casticami
(t.j. podla rozdielu velkosti ¢astic A a B) st moZné tri sposoby heteroepitaxného
rastu, ktoré si pomenované podla ich objavitelov: Frank-van Merwe (FM), Volmer-
Weber (VW) a Stranski-Krastanov (SK). V modeli popisanom v [10] sa zanedbava
efekt rozdielnej vel'kosti Castic, t.j. rastuci film je urceny len medzipovrchovymi vol-
nymi energiami.

Pocas MBE sa ¢astice nahodne ukladaju (s danou rychlostou F') na spociatku
rovny substrat, ktory je udrziavany na teplote T'. Potom difunduja po celom povrchu,
alebo sa odparuju z povrchu.

V [10] sa uvazuje jednoduchy SOS model, v ktorom je substrat tvoreny L x L
stvorcovou mriezkou s periodickymi okrajovymi podmienkami. Zaroven sa neuvazuja
previsy ani vakancie. Predpoklada sa, ze teplota pocas epitaxie nie je dostatocne
vysokd na to, aby dochadzalo k odparovaniu castic z povrchu. Rychlost depozicie
Castic A je F, kym pre B je (1 — z)F, kde x je koncentracia ¢astic A. V tomto
modeli sa uvazuje x = 0.5.

Po nahodnej depozicii castic A a B sa nahodne vyberie ¢astica na diftziu. Kazdé
¢astica moze na povrchu difundovat s pravdepodobnostou P. Pravdepodobnost pre-
skoku castice Py suvisi s prerusenim vézieb medzi najbliz§imi susednymi miestami,
t.j. pre Py plati

Py = exp|—E(A, B)/kgT], (2.28)

kde aktiva¢na energia F(A, B) zavisi na lokalnej konfigurédcii vézieb (na vytvéra-
ni vizieb v danom okoli na substrate) medzi najblizsimi susedmi, t.j. E(A, B) =
naadaa + Nt + napJap, kde naa, npp a nap predstavuje pocet A-A, B-B a
A-B parov s najbliz§imi susedmi. J44, Jpp a Jap su efektivne vazbové energie medzi
A-A, B-B a A-B, kde (Jaa, Jgp, Jap) = (—J,—J,J), J > 0. A-(B-) typ Castice ma
tendenciu vytvarat vézbu s B-(A-) typom ¢astice v dosledku antiferomagnetickych
interakcii.

Po preruseni vézieb ¢astica na mieste ¢ difunduje na najbliz§ie susedné miesto k
s pravdepodobnostou

PD(i - ]) eXp[_Ek(Aa B)/kBT]7 (2'29)
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kde Ei(A, B) je vizbova energia dostupnéa na mieste k. Castice nemozu preskodit
na vyssiu poziciu, ktoré je od povodného miesta vzdialena o viac ako jednu mriezkovi
konStantu. Zaroven castice uprednostiuji miesta, ktoré poskytuju najvacsiu vazbovi
energiu.

Vysledky MBE simulacii

Pomocou simulécii rastu filmu Ay 5By 5 na A[001] v [10] sa ziskali zakladné znaky
nerovnovazneho spravania rastu domén a hrubnutia povrchu. Tieto simulacie davaja
kvalitativne vlastnosti, no neposkytuju kvantitativny popis filmu. Na popis dale-
kodosahového usporiadania (angl. a long-range order) (LRO) a rast domén pouzili
mriezkovy model plynu pre bindrnu zliatinu.

V zaciato¢nych fazach rastu filmu ako désledok kratkodosahového usporiadania
(angl. a short-range order) (SRO) vznikaji malé zoskupenia usporiadanych domén,
v dalSej faze sa spoja. Ciastocne usporiadané vrstva ma vyznam vzoru pre usporia-
danie v dalej vrstve. V dalSom ¢asovom vyvoji sa ako dosledok procesov hrubnutia
filmu objavuju Specifické vzory domén. Formovanie povrchu rastiiceho filmu je zné-
zornené na obr. 2.7. Stredna kvadraticka velkost domény R linearne zavisi na pocte
vrstiev . K saturacii (nasyteniu) dochadza po Iy ~ L*%, kde pre exponent rastu
domén zp plati zz = 2.02. V poslednych fazach je hrubnutie povrchu dané spojitou

Obrazok 2.7: Séria pohladov zhora na povrch rasticeho filmu v $tyroch réznych
¢asoch (a) t = 10, (b) t = 100, (c) t = 500, (d) ¢ = 2000 pre L = 80. Svetlejsie farby
oznacuju miesta s vacsou vyskou. Obrazky sa prevzaté z [10].
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rovnicou oh
i vV2h — kV*h +n(r, 1), (2.30)

kde vV?h je Laplaceovsky ¢len (stuvisi s EW modelom, ktory je popisany rovni-
cou (1.5)) a ¢len kV*h stuvisi s povrchovou diftziou.
V zadiatocnej faze je morfologia filmu urcené difaznym ¢lenom v rovnici (2.30),
ktory vedie k skalovaniu v tvare [10]
w?(L) ~ L. (2.31)

Konec¢na morfologia povrchu je uréena Laplaceovskym ¢lenom v rovnici (2.30).
Skalovacia relacia mé nasledujuci tvar [10]

w? ~ (D/27v)In(L). (2.32)

2.7 Rast Co;_Ag./Ru(0001) zliatiny

Rast Co;_.Ag, filmu na Ru(0001) substrate [13] je prikladom rastu, ked rozdielna
vzdialenost medzi najblizsimi ¢asticami filmu a substratu (v angli¢tine sa to ozna-
¢uje ako mismatch) spdsobuje napétie, ktoré moze vyznamne ovplyvnit Struktaru
vznikajuceho filmu. Napétie vnutri filmu sa uvoliuje pomocou dvoch mechanizmov:

e tvorba dislokacii pri kritickej hriibke filmu v pripade rastu jednozlozkového
filmu (pre kovy je tato kriticka hrubka typicky niekolko monovrstiev),

e tvorba zliatiny v pripade rastu viaczlozkovych filmov. Pomocou tohto mecha-
nizmu sa vysvetluje formovanie zliatiny z nezmieSatelnych kovov v tenkom
filme.

Co(111) mriezka (vzdialenost najblizsich susedov 2.50 A) je mensia ako Ru(0001)
(2.71 A) substrat priblizne o 7 %, kym Ag(111) mriezka (2.89 A) je viicsia priblizne
o 8 %. To moze viest k formovaniu Co-Ag zliatiny v prvej monovrstve. Samotné
monovrstva filmu Ag na Ru substrate obsahuje dislokacie ®, no monovrstva Co filmu
neobsahuje *. Co ani Ag nie st rozpustné s Ru pri teplotach a ¢asovych gkalach pocas
experimentu [13].

Experimenty v [13] boli prevedené na filmoch, ktoré boli pripravené pri izbovej
teplote. Potom boli zazihané na teplotu 500 °C a nasledne ochladené na izbova
teplotu. Na obr. 2.8(a) je zobrazeny film Cog75Agg.25, konkrétne dve terasy Ru -
¢lerne pozadie predstavuje nizsiu terasu Ru substratu. Na niZzSej terase je zobrazena
Co-Ag zliatina. Tmavsie oblasti su ¢isty Co, kym mensie svetlejsie oblasti st Ag.

Ak koncentracia Ag ¢ prekro¢i 0.4, tak dochadza ku separécii povrchu na dve
odlisné fazy (porusena Cista Ag faza a pseudomorficktt napéti CoggAgg4 zliatinu),

3Hwang, R. Q., Hanilton, J. C., Stevens, J. L., Foiles, S. M., Phys. Rev. Lett. 75 (1995) 4242
4Hwang, R. Q. et al., Vac, J., Sci. Technol a 10 (1992) 1970
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Obrazok 2.8: Rovnovazny stav Co-Ag filmov na Ru(0001) substrate. Ak je kon-
centracia Ag vacsia ako 40 %, tak pri raste filmov sa objavuje fazova segregacia:
(a) 1890 A x 1680 A obréazok filmu s 25 % obsahom Ag. V pozadi st dve Ru terasy.
(b) 1000 A x 1000 A obrazok filmu s 80 % obsahom Ag. Nadbrazku je znazornena
dislokacia v ¢istej Ag faze (je zobrazeny chybajuici rad atémov v atémovej mriezke.
Obrazky su prevzaté z [13].

ktoré existuju sucasne [13]. Téato struktira je podobna struktire pre Ag/Ru(0001)
systém. Na obr. 2.8(b) je zobrazeny film Cog2Ags.

Viadsina studovanych struktar moéze byt reprezentovand pomocou periodického
usporiadania (Co),,/(Ag),, pasov pozdlz jedného z dvoch symetrickych smerov [100]
alebo [010] (obr. 2.10(b)). Tento subor struktir zahfha jednoduché periodické struk-
tary a dve hexagonélne usporiadané fazy (obr. 2.10).

Obrazok 2.9 ziskany pomocou skenovacieho tunelovacieho mikroskopu (STM) po-
ukazuje na to, ze v zliatinovej faze nie st ziadne dislokacie. Co atémy st na obr. 2.9
svetlejsie, kym Ag atomy su tmavsie.
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Obrazok 2.9: Obrazok s atémovym rozlisenim Cog gAgp 4 zliatinovej fazy na Ru(0001)
ziskany pomocou STM. Obrazok je prevzaty z [13].

Obrazok 2.10: Schematické reprezentacie Co-Ag konfigurécii: (a) referenény stav
pozostavajiici zo separovanych faz Co a Ag; (b) (Co),,/(Ag),, pasy pozdlz smeru [100]
alebo [010]; (¢) hexagonélne usporiadana faza pozostévajica z Ag kvapiek v Co filme.
Obrazok je prevzaty z [13].



Kapitola 3

Spojity popis depozi¢cného modelu a
MBE modelu binarnej zliatiny

Uvazujeme rast binarnej zliatiny na d’-dimenzionalnom substrate. Nech x je su-
radnica kolmé k smeru rastu a t je ¢as. Hribku povrchu a fazové usporiadanie cha-
rakterizuje

e vyskova premennd h(x,t), ktora popisuje profil povrchu v mieste x a v ¢ase t

e parameter usporiadania m(x, t), ktory popisuje rozdiel hustdt dvoch typov cas-
tic na povrchu v mieste x a v Case t

V tejto kapitole je podla [19] uvedeny spojity popis dvoch dvojzlozkovych diskrét-
nych modelov (popis depozi¢ného modelu a MBE modelu). B. Drossel a M. Kardar
v |20] navrhli konkrétny dvojzlozkovy model (,brick wall* RSOS model), pre ktory
platia rovnice navrhnuté v [19].

3.1 Depozicny model

Vztah medzi fluktuaciami v m a vyskou h je fenomenologicky zachyteny pomocou
dvojice Langevinovych rovnic, vid [19]

% = UV + %(Vh)z + §m2 + G, (3.1)
%—T = K(V*m — rm —um?®) + aVh-Vm + bmV?h + gm(Vh)2 + Cm (3.2)
s gaussovskymi Sumami (j, (,, Vv tvare
(G, )G (X, 1)) = 2Dp0" (x — x)é(t — 1), (3.3)
(G (3%, )G (X, 1)) = 2D,08" (x = )5 (¢ — ). (3.4)

Rovnica (3.1) je az na ¢len s m? Kardar-Parisi-Zhangova rovnica pre rast povrchu.
Rovnica (3.2) pre a = b = ¢ = 0 je ¢asovo zavisla Landau-Ginzburgova rovnica (angl.

30
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the time dependent Landau-Ginzburg equation) (TDGL rovnica) pre Isingov model.
Tieto rovnice sa pouZivajt na popis depoziéného modelu ! s odparovanim. Castice sa
ukladaji na jednotlivé miesta povrchu s pravdepodobnostou zévisiacou na lokalnom
okoli daného miesta. Vézbové ¢leny v Langevinovych rovniciach (3.1) a (3.2) maja
nasledujtci vyznam:

e pre stabilitu je potrebné, aby bolo splnené v > 0, u > 0, K > 0;

e ak je y > 0, tak ¢len imerny y znamena, Ze Castice st s vacSou pravdepodob-
nostou adsorbované vnitri domén, kde citia silnejsiu pritazliva silu;

e zaporné y modze mat takyto vyznam: ak rychlost adsorpcie vnutri domén je
limitovana dostupnostou zodpovedajuceho typu ¢astic, moéze to viest k spoma-
leniu rastu;

e prispevok od a > 0 znamen4, ze steny domén maja tendenciu klesat do nizsich
Casti substratu;

e kladné b poukazuje na to, ze nové domény sa s vacsou pravdepodobnostou
formuju v miestach s viacsou vyskou h(x,t), pretoZe na tychto miestach je
mensi pocet susednych castic, ktoré mozu ovplyvnit typ adsorbovanej ¢astice;

e Clen timerny ¢ mé podobny charakter ako A vyjadrujice nelinearitu v KPZ
rovnici.

S tymto modelom stvisia aj dalsie nerovnovazne systémy. Takyto systém ziskame,
ak steny domén povazujeme za ,Castice”, na ktorych zélezi rast povrchu. Ak zave-
dieme substituciu Vm = p a predpokladame, Ze v rovnici (3.2) plati u = b = ¢ = 0,
tak ziskame nasledujticu rovnicu pre p, vid [19]

dp

i kV2p +aV(pVh) + (,(x, ) (3.5)

so Sumom (.

3.2 MBE model

Modely pre MBE typicky predpokladaju, zZe depozicia ¢astic na povrchu substratu
prebieha nadhodne, a Ze nedochadza ku desorpcii ¢astic. V tomto pripade je profil
povrchu a dynamika parametra usporiadania ovplyvnena diftiziou castic na povrchu.
Tato fyzikdlna situdcia ? vedie k rozdielnej dvojici Langevinovych rovnic, vid [19]

oh

AL v > F RN
o7 = vVt omt 4G, (3.6)

!Predpokladame, Ze v tomto popise modelu st zahrnuté vietky vyznamné ¢leny stvisiace s po-
tencidlmi, ktoré st kompatibilné so symetriou m — —m. V experimentoch alebo pocitacovych
simuléciach sa tato symetria d4 dosiahnut nastavenim vhodnej hodnoty pomeru medzi dvoma typ-

mi adsorbovanych ¢astic.
2Predpokladame symetriu m — —m.
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%_T = KV?m — om + (o, (3.7)

kde pre gaussovské sumy ¢, a G, plati
(Gr(x, )G (X', 1)) = 2Dp0" (x = x5 (t — ), (3.8)
(G (3%, 1)Gn (X' 1)) = 2D (x — x)3(t — 1), (3.9)

Dosledkom zachovéavajiceho sa objemu pocas povrchovej difuzie je, ze determi-
nistické ¢leny na pravej strane rovnice (3.6) musia byt divergenciou toku, a ze v rov-
nici (3.6) sa nevyskytuju ¢leny amerné A a x vystupujuce v rovnici (3.1). Zaporna
hodnota k znamena, Ze Castice su s vic¢sou pravdepodobnostou adsorbované vnut-
ri domén. Rovnica (3.7) pre parameter usporiadania m obsahuje divergenciu toku
a nezachovavajici prispevok —vm, ktory je doésledkom toku prichddzajucich castic,
ktory vedie k zniZovaniu hodnoty parametra usporiadania m. Clen najnizsicho radu
v (3.7), ktory stvisi s vygkovou premennou h, ma tvar V?(mV?h), no neuvazujeme
ho, pretoze je nepodstatny. Clen tumerny m? sa takisto neuvazuje.

Smerovanie k fazovej separécii je lokdlne zachytené pomocou K < 0. Zmena
znamienka K oznacuje zaciatok fazovej separécie. éleny vy&sieho radu V4m alebo
V?2m3 st potrebné pre stabilitu kratkovinnych fluktuacii a mozu takisto ovplyvnit
presny tvar usporiadania vnutri domén. Tieto ¢leny nie st v rovnici (3.7) zahrnuté,
pretoze uvazujeme spravanie systému pri velkych vinovych dlzkach. V uvazovanom
pripade mozu nestability pretrvavat iba do dlzok radu /K /v (tato skila je stanovena
podla toku prichddzajucich ¢astic). Pri zvySovani teploty a rychlosti depozicie je
pravdepodobné, ze parameter K sa stane kladnym.

Ak dimenzia substratu je d = 1, tak K je kladné a dynamika systému je podobné
1-dimenzionalnemu Isingovmu modelu, v ktorom nemoéze byt Ziadna usporiadana
faza. Kvoli tomu volba K < 0 nezachycuje spravanie systému pri velkych vinovych
dlzkach. Dimenzia d’ = 1 je vyhodné, pretoze diftzia pokracuje pozdlz preferovaného
smeru.

Pri dostatoéne velkych dlzkach je vyskovy profil povrchu rasticeho rozhrania
charakterizovany ako, vid [19]

t—t
(6.6 OO ~ x = x P (70, (3.10)
kde x je exponent hribky a z; dynamicky exponent.

Hodnoty parametra usporiadania su rozdielne v smere rastu a v smere kolmom
na smer rastu [19]. Na rozdiel od vyskovej premennej nie je parameter usporiadania
v pevnom bode uréeny presne, a preto uvazujeme korelaéna dizku &. Pre vysku a
pre parameter usporiadania pripustame moznost rozdielnych dynamickych exponen-
tov z, a z,. Potom pre parameter usporiadania platia skilovacie relacie v nasledu-
jucom tvare, vid [19]

G (x—x) = (m(x,tym(x,t)) — (m))*
[x — %" g (Jx — x']/€), (3.11)
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Gt —1) = (m(x,t)m(x,1)) — (m))
[t — 2|1V E g ([t 2] /€. (3.12)

3.3 Pocitacové simulacie ,brick wall* modelu

Uvazujeme numerické simulécie ,brick wall* RSOS modelu, vid obr. 3.1. Tento
model ma rovnakia symetriu a zakony zachovania ako Langevinove rovnice (3.1) a
(3.2), a tak moze mat aj rovnaké vSeobecné vlastnosti [19].

Simulacia ,brick wall* modelu v (1 4+ 1) dimenzii za¢ina na rovnom povrchu.
Castice st pridavané tak, aby stred kazdej ¢astice bol na vrchu rozhrania medzi
dvoma c¢asticami v spodnej vrstve, vid obr. 3.1. Uvazujeme dva typy cCastic, A a B
(¢ierne a biele obdlzniky na obrazku). Pravdepodobnost pridania ¢astice na dané
miesto substratu a pravidlo pre vyber typu castice zavisi na lokalnom okoli. Rast
na uboci substratu prebieha pomalSie, a preto pravidla rastu tohto modelu st v zhode
s A<O0.

Obrazok 3.1: ,Brick wall“ model.

Ak castice typu A resp. B su s vacSsou pravdepodobnostou pridané do oblasti
s dominujicim typom castice A resp. B, tak dochadza k fazovej separécii a zac¢inaju
sa formovat domény. V tomto pripade korela¢na dizka £ suvisi s priemernou velkostou
domény.

Zmenou pravidiel rastu mozeme Studovat pripady, v ktorych niektoré alebo vSetky
parametre a, b, ¢ a x vymizna (jednotlivé parametre vyjadruji prepojenie medzi vys-
kou h a parametrom usporiadania m). Takto moézeme sktimat rozdielne moznosti,
pri ktorych sa navzajom ovplyviuje vyska a parameter usporiadania.

Ak vsetky parametre vyjadrujtce prepojenie medzi vyskou a parametrom uspo-
riadania vymizna (a = b = ¢ = x = 0), tak dostaneme nasledujiceho hodnoty
exponentov: (i) z, = 3/2 a x = 1/2, ktoré zodpovedaju KPZ rovnici; (it) z, = 2 a
n = 1, ktoré zodpovedaju Glauberovmu modelu, [22]. Tuto situidciu mozeme zreali-
zovat nasledujucim spésobom: Nahodne sa vyberie miesto na povrchu, na ktoré je
pridané ¢astica, pricom musi byt splnena podmienka, Ze sa neza¢ni formovat previsy.
Typ ukladanej castice je zvoleny podla typu dvoch susednych ¢astic v spodnej vrstve.
Ak obidve susedné ¢astice su rovnakého typu, tak pridana ¢astica bude: (i) toho isté-
ho typu s pravdepodobnostou 1 — p; (i7) druhého typu s pravdepodobnostou p, kde p
je ovela mensie ako 1. Pre p plati p = exp(—4J/kgT), J je 1D Isingova konstanta,
kg je Boltzmannova konstanta a T je teplota. Ak susedné castice v spodnej vrstve
st rozdielneho typu, tak pridana castica je jedného alebo druhého typu s pravdepo-
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dobnostou 1/2. Typ dalsich ¢astic v spodnej vrstve nezohrava tlohu pri vybere typu
pridavanej astice. Tymto pravidlam rastu zodpovedéa korelaéna dlzka & ~ 1/ VP
pre p — 0, [19].

Zaujimavejsia je situacia, ked x alebo a, b, ¢ (alebo vSetky parametre) su ne-
nulové. V prvom pripade parameter usporiadania m ovplyviuje vyskovi premennt,
no nie je nou ovplyvneny. V druhom pripade vyskovy profil ovplyviuje dynamiku
parametra usporiadania, no nie naopak. Priklady takychto povrchov st znézornené
na obr. 3.2.

Rast ovplyvneny nezavislym fazovym usporiadanim (x # 0, a, b, ¢ = 0)

Pre pripad x > 0 resp. x < 0 st charakteristické hodnoty parametra r < 1 resp.
r > 1. Ak typ novej Castice zavisi iba na type Castic v spodnej vrstve, tak parameter
usporiadania m nie je ovplyvneny vyskovou premennou h a dynamika je rovnaka ako
pre Isingov model, pre ktory plati z,, = 2.

e situdcia, ked y > 0: Rast na hraniciach domén prebieha pomalsie ako vnutri
domén, a tak hranice domén sa nachadzaju v lokdlnych minimach vyskového
profilu, vid obr. 3.2. To znamena, Ze v rozsahu do korela¢nej dlzky & je exponent

Obrazok 3.2: Simulacia ,,brick wall“ modelu pre rdézne hodnoty parametrov vyjadruji-
cich vztah medzi vyskovou premennou h a parametrom usporiadania m. Na jednotli-
vych obréazkoch je zobrazenych poslednych 400 vrstiev pri simulécii pre velkost systé-
mu L = 200 a pravdepodobnost vyberu typu ¢astice p = 1/90. (a) x =a=b=c = 0;
(b)) x>0, a=b=c=0; (c) x=0,a>0; (d) x >0, a>0. Obrazok je prevzaty
z [19].
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hrabky y = 1. Zmeny vo vyskovom profile v tomto rozsahu vyplyvajua z difa-
zie stien domén, tomu zodpoveda dynamicky exponent z, = 2. Pri dizkovych
skalach o mnoho vacsich ako & je priemerna hodnota parametra usporiadania
nulova, a tak dostaneme exponenty, ktoré zodpovedaju KPZ triede univerzality,
tj. £ =1/2a z, =3/2.

e situécia, ked y < 0: Rast povrchu prebieha s véésou pravdepodobnostou
na hraniach domén, a tak steny domén sa nachadzaju v lokadlnych maximéach
vyskového profilu. V tomto pripade pre exponent hribky a pre dynamicky
exponent dostaneme hodnoty xy = 1/2 a z;, = 3/2.

Fazové usporiadanie ovplyvnené nezavislym rastom (y =0, a, b, c # 0)

Pripadu xy = 0 zodpoveda hodnota parametra r = 1, t.j. jednotlivé castice st
na kazdé mozné miesto pridané s rovnakou pravdepodobnostou, a to bez ohladu
na typ susednych castic.

Vplyv hrabky povrchu na parameter usporiadania (nenulové a, b alebo ¢ v rov-
nici (3.2)) sa popisuje nasledovne: typ pridavanej castice nezavisi iba na type dvoch
susednych ¢astic v spodnej vrstve, ale aj natype dvoch susednych &astic v rovnakej
vrstve, ak tieto miesta si uz obsadené. S pravdepodobnostou 1 — p nova pridédvané
castica bude rovnakého typu, ako je vac¢Sina z 2, 3 alebo 4 susednych castic. S prav-
depodobnostou p bude druhého typu. V pripade, Ze medzi susednymi casticami je
rovnaky pocet castic jedného aj druhého typu, tak typ novej pridéavanej castice je
zvoleny s pravdepodobnostou 1/2.

Hodnotam parametrov a > 0, b > 0 zodpoveda netrividlna hodnota dynamického
exponenta z, ~ 1.85 (KPZ modelu zodpoveda hodnota z, = 1.5). Hodnota z,,
zavisi na hodnote parametra a. Zmenu hodnoty a mézeme v pocitacovych simulacidch
zrealizovat tak, Ze susedné Castice v ramci jednej vrstvy budeme povazovat za miesta
rastu, ktoré su popisané pravdepodobnostou ¢ mensou ako 1. Pre hodnoty ¢ =

1,0.25,0.125,0 dostaneme z,, = 1.8,1.89,1.96, 2.0, vid [19].

Vzajomné prepojenie rastu a fazového usporiadania (x, a, b, c # 0)

Ak vSetky parametre x, a, b, ¢ st nenulové, tak pravdepobdobnost pridania ¢as-
tice na dané miesto a volba typu cCastice zavisia na lokdlnom okoli miesta rastu.
Parameter ¢ je kladny a r je rozne od 1.

Pre x > 0 je z,, = 2 bez ohladu na hodnoty a, b a c. Ak st castice pridavané
na hranice domén smensou pravdepodobnostou ako vnutri domén, tak hranice do-
mén sa vacsinu casu nachadzaja v lokalnych minimach vysky. KedZe steny domén sa
nachadzaji v lokélnych miniméach, tak kazda doména obsahuje vyvyseninu. Pri dlz-
kovych skalach do ¢ je exponent rastu x = 1. Zmeny vyskového profilu pri tychto ské-
lach vyplyvaju z diftzie stien domén, tomu zodpovedé dynamicky exponent z;, = 2.
Pri dizkovych 8kalach o mnoho vicsich ako korela¢na dlzka € je priemerna hodnota
parametra usporiadania 0 a exponent rastu a dynamicky exponent opét zodpovedaji
KPZ triede univerzality, t.j. x = 1/2 a z, = 3/2.
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e pre x > 0 su castice rychlo priddvané na hranice domén, a tak sa steny domén
nemdzu nachadzat v lokdlnom minime vysky:;

e ak a\ > 0, tak steny domén maji tendenciu prechidzat do vyssich miest;
situacia xy < 0 je podobna pripadu x = 0, pre ktory plati z,, = z;, = 3/2;

e v pripade aA < 0 a x = 0 je pohyb stien domén do niz$ich miest brzdeny
zvacSujucimi sa vyvySeninami, a tak steny domén sa nachadzaju v lokalnych
miniméch vysky; tento pripad vedie k netrividlnemu (neuniverzalnemu) expo-
nentu z,,, vid [19];

e pre al < 0 a x < 0 je dynamicky exponent z,, zhodny s z, = 3/2; v tomto
pripade pohyb stien domén uz nie je nijako obmedzovany, t.j. ich pohyb sa
riadi podla fluktuacii vysky.

Pomocou poéitacovych simulacii v [19] sa zistilo, Ze vzajomné prepojenie medzi
hrubnutim povrchu a fdzovou separaciou vedie k réznym novym skalovacim exponen-
tom, [19]. Jednym extrémom je, ze vyskovy profil povrchu sa prisposobi dynamike
usporiadania domén. Dal$fm extrémom je, ze pohyb stien domén sa riadi podl'a fluk-
tuacii vysky.

Model predstaveny v [19] sa d& zovSeobecnit, napr. méZzeme zahrnut elasticke sily,
ktoré st ¢asto pritomné pocas rastu zlozenych filmov.

3.4 Numericka integracia KPZ a TDLG rovnice

Numerickou integraciou KPZ rovnice (3.1) so Sumom (3.3) a TDGL rovnice (3.2)
so Sumom (3.4) mdzeme modelovat rast tenkych zlozenych pevnych filmov, vid [21].
Amplitady Dy, a D,, nemajt rovnaky rozmer ([Dy] = L3~ ! a [D,,] = Lt™!), a tak
je potrebné rovnice (3.1) a (3.2) urobit bezrozmernymi. To sa da dosiahnut nasledu-
jucim predefinovanim jednotlivych premennych a parametrov.

- D,, Rﬁ K
T =X - = —
Dh \/DmDh
t =tD,, D ro= T&
Dh Dm
~ N D
h=h % u = uD—h
D m (3.13)
_ v _ a
Y= VDD “ = D,
PO ;b
Dy, Dy,
X = X T = ¢ Dy,
Dy, D, \ D,,
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Takto dostaneme dve bezrozmerné rovnice, ktoré si identické s rovnicami (3.1)
a (3.2). Jedinym rozdielom je, ze amplitudy Sumu D, a D,, v bezrozmernej forme
rovnic (3.3) a (3.4) st dve (namiesto 2D,, alebo 2D;). Takto ziskané rovnice uz
mozeme numericky zintegrovat, vid [21].

Integracia samostatnej KPZ a TDGL rovnice

Odstranenim vézbovych ¢lenov v rovniciach (3.1) a (3.2) dostaneme samostatnu
KPZ a TDGL rovnicu, pre ktoré su zname hodnoty skalovacich exponentov.
Pre KPZ model sa pre Sirku rastiiceho povrchu

w(L,t) = ((h*) — ()*)"/? (3.14)

predpokladé skilovanie
w(L,t) ~t°, (3.15)

ktorému zodpoveda hodnota 5 = 1/3. Pomocou simulacii v [21] sa ziskala hodnota
3~ 0.331.

Pre TDGL model sa v [21] skiimala ¢asova zavislost priemernej velkosti domé-
ny L(t) v zaliatocnej faze rastu (t.j. pre malé Casy) a pre dostatocne velké casy.
V simuléciach sa uvazujia dve hodnoty amplitidy Sumu (alebo ekvivalentne teploty)
D,,=0al.

Ak D,, = 0, tak pre TGDL model sa predpoklada

L(t) ~ Int, (3.16)

a preto pri dostatocne velkych ¢asoch sa priemerna velkost domény meni len velmi
mélo s ¢asom.

V TDGL modeli so sumom (t.j. D,, = 1) L(t) rastie logaritmicky s ¢asom ¢
pre Casy mensie ako ¢as t.; pre ¢asy t > t. plati skdlovanie, [21]

L(t) ~ /2, (3.17)

ktorému zodpoveda hodnota dynamického exponenta z,, = 2. Pomocou simulacii
v [21] sa ziskala hodnota z,, ~ 2.01.

Vsetky hodnoty ziskané pomocou numerickej integracie sihlasia s teoretickymi
hodnotami.

Integracia KPZ a TDGL rovnic, ktoré s navziajom prepojené

Korela¢na funkcia G(r,7’) je dana ako, vid [21]

G(r,r") = ([h(r,t) — h(r', )]} ~ |r —7'[*g (M) , (3.18)

lr —r'|?

kde a je exponent hribky, z je dynamicky exponent pre rast povrchu, ktory je popi-
sany pomocou KPZ rovnice. g(z) je §kalovacia funkcia. Pre malé r plati G(r) ~ r?<.
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Pre dve rozne hodnoty konstanty y = 0 a 1 sa pomocou poéitacovych simulacii v [21]
ziskali hodnoty exponentu hribky a ~ 0.50 a 0.70, ktoré poukazuji na netrivialne
skalovanie tohto modelu. Korela¢na dizka ¢ a velkost domény L st vieobecne rovnakeé
pre diskrétne systémy, no to nemusi platit pre spojité modely.



Kapitola 4

Prechod medzi diskrétnymi a
spojitymi modelmi

Ako je uvedené v kapitole 1, existuji dve dudlne metoédy popisu a stadia vyvoja
rozhrania v nerovnovahe: (i) pomocou diskrétnych rastovych modelov; (i7) pomocou
stochastickych diferencidlnych rovnic. V pociatkoch bol vztah medzi oboma meto-
dami urcovany len na zaklade porovnavania vysledkov. Neskor bola navrhnuta ana-
lytickda metoda, ako pre dany diskrétny model odvodit zodpovedajicu Langevinovu
rovnicu, podla ktorej sa riadi ¢asovy vyvoj rasticeho povrchu.

Prechod od diskrétneho k spojitému modelu mézeme uskutoc¢nit v dvoch krokoch,
ktoré st popisané napr. v [14, 15]:

1. odvodenie Langevinovej rovnice pre diskrétny subor vysok z majstrovskej rov-
nice za pouzitia Kramers-Moyalovho rozvoja [16],

2. prechod od systému rovnic pre diskrétny sibor vysSok k rovnici pre funkciu
h(z) spojitej priestorovej premennej x.

V tejto kapitole vysvetlime obidva kroky podla postupu uvedeného v [15]. Na ur-
Cenie diskrétnej Langevinovej rovnice je potrebné urcit zodpovedajiicu maticu pre-
chodu W. V nasledujucich podkapitolach st uvedené matice prechodu pre depozi¢ny
model bez difizie, depozi¢ny model s diftiziou a pre RSOS model.

4.1 Odvodenie Langevinovej rovnice pre diskrétny
sibor vysok

Uvazujeme 1-dimenzionalnu mriezku, na ktorej nie st povolené ziadne vakan-
cie ani previsy. Kazda konfiguracia povrchu je uréena suborom H = {hy, hs,...}
s diskrétnymi hodnotami h;, ktoré predstavuju vysky jednotlivych stlpcov v mieste
s indexom 4. Pravdepodobnost, Ze sa povrch nachadza v case t v konfiguracii H,
je P(H,t). Pohybova rovnica pre pravdepodobnost P so za¢iato¢nou podmienkou

39



Prechod medzi diskrétnymi a spojitymi modelmi 40

P(H,0) je majstrovska rovnica [16], ktora sa najcastejsie zapisuje ako
(9P H t)
ZW —r;r)P(H—r,t) ZWHr H, t)r, (4.1)

kde W (H; r) je matica prechodu z konfiguracie H do H+r ar = {ry,rq,...} (r; pred-
stavuje rozdiel vysok stlpca na mieste i v dvoch po sebe nasledujtcich konfigura-
ciach). Suma cez r znamena sumu cez vsetky r;.

Riegenie rovnice (4.1) ziskame pomocou Kramers-Moyalovho rozvoja ! [16]. Zaklad-
nym predpokladom takéhoto rozvoja je, ze W(H;r) je prudko pikova funkcia r, no
meni sa pomaly s H, t.j. existuje 6 > 0 také, ze

W(H;r) =~ 0, pre |r| >4, (4.2)
W(H+ AH;r) =~ W(H;r), pre |AH| <. (4.3)

Prvii podmienku vzdy splhaji depoziéné modely, pretoze rozdiel medzi dvoma
po sebe idtcimi konfiguraciami je vo vyske jedného stipca, t.j. vyska jedného stipca
sa lisi o velkost vyskovej jednotky a. Konecné miesto depozicie je uréené porovnanim
vygok susednych stlpcov (stvisi to so skokovymi funkciami). Lubovolne mal4 zmena
vo vyske moze viest k nespojitej zmene vo W bez porusenia podmienky (4.3). Tento
problém sa da zmensit pomocou nasledujicej transformécie ¢asu

t—T7=0Q7", (4.4)

kde 2 je parameter ,yvelkosti®.
Podla centralnej limitnej vety sa h; da rozlozit na deterministicka cast &; a
fluktuacie &;
hi(t) = Q&;(t) + QY2 (t). (4.5)

Pre zmenu h; po depozicii plati
hi — i = Q&(t) + QYV2&(t) — 1. (4.6)
P(H,t) sa transformuje ako
P(H,t) = P(Q® + QV?E 1) = TI(E, 1), (4.7)
kde ® = {1, Dy,...} a B ={&,&, ...}

Q2 rozvoj majstrovskej rovnice moze byt prevedeny Standardnym spésobom pod-
la [16]. Z ¢lenov radu Q2 dostaneme pohybovii rovnicu pre @;(t)
d®;
= g
dr
'Pre Kramers-Moyalov rozvoj P(y,t) pre veli¢inu y plati [16]:

oP(y.t) _~(=D* 9" 1w
ot - ; K ayk [Kil,...,ikp(yvt)[}a

(®), (4.8)

kde K™ je k-ty moment zodpovedajtcej matice prechodu W.

(ARTERD) Zk
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kde Ki(l) je prvy moment matice prechodu

K@) =" rW(®;r). (4.9)
Majstrovski rovnicu aproximujeme Fokker-Planckovou rovnicou pre IT [16]
TI(E, oK (@)
———Z%[ b GNE)| ¢
a 0? -
3 2 g |KV@mE D], (4.10)

kde sa vyuziva fakt, ze pre depozi¢né modely st vSetky vysSie momenty matice
prechodu diagonalne a imerné prvému momentu

ED(®) =Y rrW(®;x) = ad;; KV (D). (4.11)

)
r

Rovnice (4.8) a (4.10) sa daju spojit do jednej Fokker-Planckovej rovnice pre P(H,t)

ap(l - _Zah[ P(H,t)]+

_Z on? [ 1(1) P(H,t)} : (4.12)

Ekvivalentna Langevinova rovnica k rovnici (4.12) je podla [16]

dh;

o = K E) (4.13)
kde 7; je gaussovsky Sum s nulovou strednou hodnotou (n;(t')) = 0 a kovarianciami
v tvare

2
(mi(t)n; (1)) = K7 ()3t — t). (4.14)
Pre depozi¢né st vsetky vyssie momenty matice prechodu diagonélne a tmerné
prvému momentu (4.11), t.j. pre kovariancie plati

() () = ak " (H)dijo(t — ). (4.15)

Matica prechodu W

V pripade depozi¢nych modelov sa dve nasledujtice konfiguracie lisia pridanim
jednej Castice na jeden stlpec. To vedie k nasledujucej forme matice prechodu [14]

1
Wrelax(H; I‘) = Z [wl(gl)é(rk - CL) H 5(rj) +
07 Ak
+ w,(f)é(rk_l —a) H d(rj) + (4.16)
k-1

+wo(rar —a) T ory)
j#k+1

Y
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kde konStanta 7y popisuje priemerny Cas depozicie vrstvy, ktory je dany tokom pri-
chadzajucich Castic a w,’ urcuje, ¢i depozicia sa odohrava na poévodnom mieste
dopadu (i = 1) alebo na najblizsom susednom mieste (i = 2,3). Pre vsetky takéto
modely plati [15]
1 a 1 2 3
Kz.( ) = p wg ) —|—w§+)1 —|—w£7)1 . (4.17)

Zaroven pre relaxacné modely plati [14]
w +w® +w® =1, (4.18)

t.j. sucet pravdepodobnosti, Ze Castica sa prilepi na mieste dopadu alebo na niekto-
rom najblizSom susednom mieste, je 1.

V pripade modelov s diftziou uvazujeme dva procesy: ndhodnu depoziciu a di-
faziu. Pri depozicii je ¢astica uloZena na nédhodne vybrané miesto (bez relaxacie).
Matica prechodu je [14]

Wiep (H: 1) = Ti 3 lé(rk —o ]I 5(@] . (4.19)

0 % £k

Pocas difuzie povrchova ¢astica na mieste ¢ moze preskoc¢it na miesto j s pravde-
podobnostou w;_,; € (0,1) zavisiacou na lokalnej konfiguracii v stlade s pravidlami
modelu. w;_,; zavisi na vzdialenosti |R; — R;| medzi miestami 7 a j; typicky sa uvazuju
najblizsie susedné castice. Matica prechodu ma tvar [14]

Waa(H;r) = DY " wi;6(r; + a)d(r; — a) [ 6(rs), (4.20)

0, k#i,j

kde 7 je priemerny ¢as depozicie vrstvy a D je difizna konstanta. Celkova matica
prechodu je danéa stictom prispevkov od depozicie a difizie.

4.2 Prechod ku Langevinovej rovnici pre spojitt fun-
kciu h(x)

Ststava rovnic (4.13) popisuje vyvoj vysok stlpcov h; v mieste i ako funkeiu vysok
v mieste ¢ a diskrétnych susednych miest. Na ziskanie Langevinovej rovnice pre fun-
kciu h(x) spojitej premennej « je potrebné vyhladzovacia procedtra. Predpoklada sa,
ze existuje hladka funkcia h(z), ktora sa ziska z funkcie interpolujicej cez body h;(t).
Potom pomocou Taylorovho rozvoja vyjadrime vysku susednych miest. Na konci tej-
to procediry sa ziska spojita Langevinova rovnica s dodatoénym Sumom s nulovou
strednou hodnotou
Oh(x,t)

= K (h(z, ) + n(z, t). (4.21)
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Metoda regularizacie

Prakticky sa vyhladzovacia procedura robi metdédou regularizdcie, pri ktorej su
neanalytické veli¢iny, ktoré vstupuja do diskrétnej Langevinovej rovnice, nahradené
analytickymi funkciami.

Podl'a konkrétnych pravidiel daného modelu sa uréuji pravdepodobnosti skoku
w,(j), pomocou ktorych je vyjadreny prvy moment matice prechodu K Z-(l). Tieto vyjad-
renia obsahuju diskrétnu skokovu funkciu # a Kroneckerovo . Pre skokovi funkciu

0(k), definovanu na celych ¢islach k, plati

|1, pre k>0
O(k) = { 0, pre k<0O. (4.22)

Pri regularizacnej procedire je skokova funkcia #(k) nahradena spojitou funkciou

0(&). VoIba funkcie 6(§) nie je jednoznacna, t.j. rozdielne volby tejto funkcie mozu
viest k rozdielnym vysledkom. Jedna z moznych volieb je

ie) = %[1 + tanh(C9)), (4.23)

kde C' je Tubovolny kladny parameter. Funkcia tanh(C¢) je analyticka, t.j. aj funkciu
0(£) mozeme povazovat za analyticka. Z (4.23) skokova funkciu (k) dostaneme
pre C' — co. V8eobecne je regularizacna funkcia dana nasledujticim rozvojom [14]

0(¢) = A, (4.24)
k=0
V niektorych pripadoch sa uvazuje Ag = 1, t.j.
D) =1+ A" (4.25)
k=1

Pretoze argument 6 funkcie predstavuje rozdiel vysok susednych miest, teda vyraz
obsahujuci prvé a vyssie derivacie h(z,t) a neobsahujici absolutny ¢len, je mozné
vrozvoji (4.24) uvazovat iba ¢leny do radu z*, lebo vyssie mocniny nemézu do (1.2)
prispiet. Potom pre 6 funkciu plati

0(€) = Ao + A1€ + A€ + A3€® + Auh. (4.26)
Spojitu funkciu ~(f ) mozeme definovat podla nasledujicej relacie [14]
0(—¢€) +6(€) = 1+ 5(€). (4.27)
Substiticiou (4.26) do (4.27) pre 6(¢) dostaneme
0(€) = 240 — 1+ 24,62 + 24,6, (4.28)

Substituciou spojitych vyjadreni § a ¢ funkcii (4.27) a (4.28) do vyjadrenia prav-
depodobnosti skoku wg) a zachovanim ¢lenov do stvrtého rddu dostaneme spojita
stochastickti Langevinovu rovnicu, v ktorej jednotlivé koeficienty zavisia na pravid-

lach rastu daného modelu a na pouzitej regularizacii.
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4.3 Odvodenie KPZ rovnice pre RSOS model

Kardar-Parisi-Zhangova rovnica (1.9) s gaussovskym Sumom spliajicim pod-
mienky (1.6) a (1.7) je najjednoduchsou rovnicou popisujticou rast povrchu s efektom
lateralneho rastu. KPZ rovnici (1.9) zodpoveda napr. RSOS model.

Pre majstrovskt rovnicu plati 2

8P H t ZW H/ (Hl;t) _ ZW(H7 H/)P(H7t> (429)

Definujeme jednotlivé momenty matice prechodu W (H, H') ?

KV = N (0 — h)W(H, H'),

Hl
K& = (R — i) (R, — hy)W (H, H),
Hl
V4
Ki(i)ig ,,,,, iy = ZH(h;j—hij)W(H,H’). (4.30)
H' j=1

Predchédzajicu majstrovski rovnicu (4.29) mozeme s pouzitim Kramers-Moyalovho
rozvoja previest na nasledujticu parcidlnu diferencialnu rovnicu s momentmi precho-

du (4.30) [17]

or O (kWpy st
ot (9hz- ‘ 2 Oh;0h;

p
H 7,1 12 ..... ipP) +oee (431)

V rovnici (4.31) sa moézu zanedbat vSetky Cleny s p > 2. Potom sa rovnica (4.31)
redukuje na nasledujicu Fokker-Planckovu rovnicu [17]

oOP 0, . 1 &
o =~ o B P g an

(K2 P). (4.32)

Ak je systém dostatoéné velky a vnitorné fluktuédcie nie su prilis velké, tak
Langevinova rovnica je ekvivalentna s Fokker-Planckovou rovnicou [17]

ahl (1)
= K"+, 4.33

2V tejto podkapitole je kvoli lepsej nazornosti pre RSOS model pouzité iné znacenie ako v pod-
kapitolach 4.1 a 4.2. Dve po sebe nasledujice konfiguracie povrchu H a H +r st v tejto podkapitole
oznacené ako H a H'.

3h! oznacuje premennti, ktora stvisi s konfiguraciou H'.




Prechod medzi diskrétnymi a spojitymi modelmi 45

kde n; je gaussovsky Sum, pre ktory plati
(n:) =0, (4.34)

(e (1) = KJ5(t 1), (4.35)
Na urcenie diskrétnej Langevinovej rovnice pre RSOS model potrebujeme urcit
zodpovedajicu maticu prechodu W(H, H'). Rast systému, ktory je popisany RSOS
modelom, prebieha nasledovne: najprv ndhodne vyberieme miesto na substréte, a po-
tom ulozime cCasticu, pricom vyska vybraného miesta vzrastd o 1, t.j. h; — h; + 1.
Zaroven musi byt splnené, ze rozdiel vySok najblizsich susednych miest je |h; 1 —h;| =
0,1,..., N, vid [18]. Obvykle sa voli N = 1. RSOS model nepripuista difaziu, previsy
ani vakancie.
Pre maticu prechodu W (H, H') pre RSOS model s jednotkovou mriezkovou kon-
Stantou a plati

W(H,H') — Tloz (©(his — h)O(hiy — )
" O(N = (hist — hi)O(N — (hiy — h) (4.36)

6(h}, b+ 1) TT 605 1y)|.

J#i

kde 1y predstavuje priemerny ¢as depozicie jednej vrstvy. ©(x) je jednotkova skokova
funkcia definovana predpisom (4.22). Vyraz ©(h;y1 — h;)O(h;_1 — h;) v rovnici (4.36)
vyjadruje, ze novéa Castica moze byt ulozena len v lokdlnom minime vysky. Vyraz
O(N — (hiy1 — hi))O(N — (h;—1 — h;)) v rovnici (4.36) vyjarduje podmienku RSOS
modelu. Potom pre prvy a druhy moment matice prechodu W(H, H') RSOS modelu
plati

a
K = o O(hit1 — hi)O(hi-1 — hi)

(4.37)
O(N — (hit1 — hi))O(N — (hi-1 — hy)),

KZ(J = — @(hi—i-l — hi)O(hi—1 — hy)
To (4.38)
O(N — (hit1 = hi))O(N — (hi—1 — hi))dij,

Dosadenim tychto momentov (4.37) a (4.38) do (4.33) dostaneme diskrétnu Lan-
gevinovu rovnicu.
Spojiti Langevinovu rovnicu dostaneme pomocou regularizécie. VSeobecne moze-

me skokovii funkciu (4.22) povazovat za limitu w(Ah) = lim %(1 + tanh nAh). Ked-

ze funkcia tanh z je analyticka, tak aj u(x) moZzeme povazovat za analytickt aspon

pre x > 0. Pre 2 = 0 je skokova funkcia O(k) definované ako hodnota analytického

predlZenia, t.j. skokova funkcia ©(k) definovana v (4.22) je analytickd pre z > 0.
Argument skokovej funkcie (4.22) je rovny rozdielu vysok Ah najblizsich sused-

A VY

nych stlpcov, t.j. argument Ah nie je VA& ako najvocsi povoleny rozdiel vysok N,
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a tak skokovi funkciu (4.22) moézeme rozvinat do Taylorovho rozvoja v tvare (4.26).
Potom pre prvy moment KZ-(I) plati

KO = % (Ao + A1 (hist — ha) + Ag(hirr — B> + .. ]
[Ag + A1(hiz1 — hy) + Ag(hi—1 — hz)2 + ... (4.39)
[Ao + A1(N = (hiza — hi)) + Ao(N = (hip1 — h))* + .. ]
[Ag + Ay(N — (hi—y — b)) + Ao(N — (hi_y — hy))? + .. ]

h;(t) nahradime hladkou funkciou h(z,t) s * = ia. Vyraz (h;+1 — h;) rozvinieme
do mocnin a, t.j. dostaneme
= (+a)* 8’“
hity (2 o )

k=1

(4.40)

r=1ia

Vypocet prvého momentu K Z-(l) matice prechodu W(H, H') prevedieme v symbo-

lickom jazyku Maple. Pri vypoc¢toch dosasime nasledujice hodnoty: a = 1, N = 1.
Pre tieto hodnoty plati

) th Oh
K,/ (z) = Vo2 + - ((% + F, (4.41)
2 a®
K = =5z —a') + O(a*), (4.42)
7o

kde jednotlivé koeficienty st dané predpismi

v = { - A5 + 340 + 440 + AF[(AF - 243 - 343 - 44})

— A (Ay + 2A3 + 3A4) — Ax(5A3 + 6A,) — TA3A]
+AgA1[A1 (AL + 245 + 243 + 2A4) + As(Ag + 2A5 4+ 2A4)

+A3(As + 244) + A4]},
A= 2 {2A3(2A2 + 345+ 6Ay) + A2(—2A42 + 24, Ay + 4A, Ay + 242

+2A,A, — 3A2 — 6A3A, — 4A2) + AgAy(—2A2 — 24, A3 — 241 Ay (4.43)
+4A% + 4Ay Az + 4AsAy) + 2A0A3(A3 + 243 + Ay A2 + 2A5Ay)
+2A0Ar Ay — AY — 2A3(Ay + As + Ay) — A2(AZ 4 A2+ A2)

A (A Ay Ay + AgAy + A1A3A4)},
F=— {Ag GAZ(AZ A2 AT A2) 4 242 [Ag( AL+ As + A+ Ay)

A (Ag + Ag + Ay) + Ao(As + Ay) + AzAl] }
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Z predchédzajucich vyjadreni dostaneme spojiti Langevinovu rovnicu pre RSOS
model

ahg’ H = vV2h(x,t) + %[Vh(x, %+ F +n(z,t). (4.44)
Pre sum 7(x,t) plati
(e (e #)) = 8o~ )5t ¥, (4.45)

Rovnica (4.44) je ekvivalentna KPZ rovnici (1.9), t.j. RSOS model patri ku KPZ
triede univerzality.



Kapitola 5
Spojity popis TCSS modelu

Tato kapitola obsahuje odvodenie diferencialnych rovnic pre dvojzlozkovy single-
step model (TCSS model). Tento model je popisany v podkapitole 2.3 a zaklada sa
na single-step SOS modeli, vid podkapitola 1.2.

5.1 Odvodenie KPZ rovnice pre single-step model

Spojitu Langevinovu rovnicu pre single-step model uréime podla postupu uvede-
ného v kapitole 4. Pri odvadzani zodpovedajtcej matice prechodu W (H, H') vyché-
dzame z matice prechodu pre depozi¢ny model bez relaxécie (4.19), ktort mozeme
zapisat v nasledujicom tvare

Waep(H, H') = Za hy hi+a) [T 6(R), hy), (5.1)
1#]

kde vyznam jednotlivych veli¢in je popisany v kapitole 4. Prislusné kronekerovské o

zarucuju, ze konfiguracia sa zmeni iba v jednom bode, v ktorom vzrastie vyska o a.

Pre single-step model pozadujeme, aby kazda nova castica bola ulozend v lo-

kalnom minime vysky, a aby rozdiel vysok susednych stlpcov spliial podmienku

|hi — hj| = 1. Z tejto podmienky vyplyva, ze a = 2. Tieto podmienky mozeme

splnit doplnenim &(h;, hiy1 — 1)0(h;, hi—y — 1) do (5.1), t.j. pre maticu prechodu
pre single-step model plati

L
W(H,H') = 125(@,@1 — 1)8(hs, hiy — 1)3(hg, by +2) [T (R, hy). (5.2)

T
0 =1 i#£j

Pre prvy K a druhy K( ) moment matice prechodu W (H', H) podla (4.30) plati

K& =" (0 — h)W(H, H'), (5.3)
HI
K7 =Y (hG — hi) (R — )W (H, H') = 26, K", (5.4)
H/

48
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Dve po sebe nasledujice konfiguracie H a H' sa liSia pridanim jednej Castice
na ndhodne vybrané miesto, t.j. v rovnici (5.3) resp. (5.4) je len jeden nenulovy ¢len.
Po dosadeni sumy (5.2) ziskame

2
KZ-(l) = —0(hi, hig1 — 1)0(hi, hiog — 1), (5.5)
70

)

4
To

(1)

Pomocou K’ mozeme uréit Langevinovu rovnicu pre diskrétny sibor vysok

dh; (1)
— =K, iy 5.7
kde n; je gaussovsky sum, pre ktory plati

(ni(t')) =0, (5.8)

(i (O (1)) = 2K,5,;0(t = ). (5.9)

Spojiti Langevinovu rovnicu ziskame pomocou metody regularizacie, ktora je
popisana v podkapitole 4.2. Pouzijeme spojité vyjadrenia funkcii ©(x) a 6(x) v tva-
re (4.24) a (4.27).

Pretoze argument 6 funkcie predstavuje rozdiel vysok susednych miest, teda vyraz
obsahujuci prvé a vyssie derivacie h(z,t) a neobsahujici absolutny ¢len, je mozné
v rozvoji (4.24) uvazovat iba ¢leny do radu z*, lebo vyssie mocniny nemozu do (1.2)
prispiet. Substitticiou (4.24) do (4.27) dostaneme

§(z) = 240 — 1 + 2As + 2A42". (5.10)

Potom pre Ki(l) plati

K== {2Ao — 14245 [(hiyr — hi) = 1 + 244 [(hip — hs) — 1]}
{2A0 — 1+ 245 [(hioy — hy) = 12+ 2A4 [(hioy — hy) — 1]*} . (5.11)

hi(t) nahradime hladkou funkciou h(x,t) s © = ia. Vyraz (h;x; — h;) rozvinieme
do mocnin a podla vztahu (4.40).

Pre prvy moment Ki(l) matice prechodu W(H', H) (5.2) podla vypo¢tu v prog-
rame Maple dostaneme

2
KY = 2 (214240 + 24, + 24,)?
70
32 2
L2 (Mg 4 2A40)(—1 4 24 + 24, + 24,) O (5.12)
To Ox?
32

(240 — 1)(Ag + 6A4) — 2454, — 2(A% + 242)] (gh)

7'0 r
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Dosadenim do spojitej Langevinovej rovnice

8h(a$t, t) _ Ki(l)<h(l’,t)) —l—n(l‘,t) (513)

dostaneme rovnicu

Oh(x,t)
ot

kde pre jednotlivé koeficienty plati

:VV%@J%+$VMLUP+F+W@¢% (5.14)

32
v=——(A2+2A4)(—1+2Ap + 245 + 2A,),

To
64 , ,
A= — [(240 = 1)(Az +641) — 24, A4 — 2(A3 + 247)] (5.15)
0
F:~3@4+2Aw+mh+2A@?
To

Rovnica (5.14) je ekvivalentna KPZ rovnici (1.9), t.j. single-step model patri
ku KPZ triede univerzality. Ziskana Langevinova rovnica pre single-step model sa
odlisuje od rovnice, ktoréd je uvedené v [23|. Suvisi to s tym, ze v [23] sa vychadza
z predpokladu, ze zaciatocny ,rovny“ podklad je zvoleny ako

h(i) =0, i parne ,
h(i) =1, i neparne } ie{l2,--- L} (5.16)

Vdaka tomuto dodatoénému predpokladu na substrate nemozu vzniknut také
miesta, aby rozdiel vySok susednych miest nesplital podmienku |h; — h;| = 1. Potom
pre maticu prechodu plati

L
1
W(H, H') = . Z O(his1 — hi)O(hi—1 — )
i=1 (5.17)
o(hy by +2) [ [ 6(H
J#i

Z tejto matice prechodu dostaneme spojitt Langevinovu rovnicu pre RSOS model
v tvare

Oh(z,t A
% = vV>2h(z,t) + §[Vh($, ]2 + F +n(z,t), (5.18)
kde jednotlivé koeficienty st dané predpismi
vV = é140141,
16 9
A= (2A0A2 A7), (5.19)
F:—%.

70
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Hodnota argumentu ©-funkcie v matici prechodu (5.17) je vzdy +1 alebo —1.
Tymto hodnotam argumentu zodpovedaji hodnoty 0 a 1. V tomto pripade diskrét-
nu O-funkciu aproximujeme funkciou, ktord vznikne pripoc¢itanim jednej polovice
ku vhodnej neparnej funkcii ! , napr. funkciou [23]

1 1 1 C
= = — + —tanh(— 2
1 +exp(—Cx) 2 o tan ( 2 z); (5:20)

O()

kde C je kladné konstanta. Pre C' — oo dostaneme ©-funkciu. Pretoze v8etky parne
derivacie nepéarnej funkcie v bode x = 0 st nulové a ©-funkcia je rasttca, dostaneme
vztahy pre hodnoty koeficientov A;

1
AO - 5, Al > O7 AQ - O (521)

Po dosadeni do (5.19) dostaneme

v = iAl, \ = —EAZ{, o — (5.22)
T0 To 27 0
Kladné hodnota koeficientu v pri druhej derivacii vyjadruje vyhladzovanie povr-
chu vd'aka podmienke na rast v lokdlnom minime. Zaporna hodnota koeficientu A
zodpoveda tomu, ze okamzita rychlost rastu je nizsia na naklonenom povrchu (s ras-
Oh(x,t)
x
je menej rastovych miest (vyplyva to z geometrie). Nenulova hodnota koeficientu A
(na znamienku nezalezi) zaraduje tento model do triedy univerzality KPZ.

2
tucim sklonom rastie hodnota ¢lenu < ) ). To je sposobené tym, Ze na svahu

5.2 Majstrovska rovnica pre TCSS model

Pri odvadzani matice prechodu pre TCSS model vychadzame z matice prechodu
pre single-step model (5.2). Oproti klasickému single-step modelu v TCSS modeli
priradime kaZdej ¢astici dalsi stupen volnosti, t.j. hodnotu, ktort moéze nadobudat
(vid podkapitola 2.3). Je to spin ¢astice, ktory moze nadobudat hodnotu +1 alebo
—1. Rasttci povrch je popisany pomocou:

e vyskového vektora H = {hy, ha, ..., hr}, kde h; oznacuje vysku povrchu v mies-
te 1,

e spinového vektora S = {01, 09, ...,01}, kde 0; oznacuje spin ¢astice na povrchu
v mieste 1.

ITym je zabezpetené, Ze odchylka hodnoty diskrétnej ©-funkcie od hodnoty ziskanej aproximo-
vanou O-funkciou bude v oboch bodoch +1 a —1 presne rovnaké.
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Pravdepodobnost pridania ¢astice so spinom ¢ na miesto rastu ¢ je imerné
exp[—AFE(i,0)/kgT]. Normalizovani pravdepodobnost obsadenia miesta rastu i ¢as-
ticou so spinom o definujeme ako 2

pi. o) = ZP{ZIAEG )]/ ksT}
7 > XP{[—AE(], 5)]/kpT}

kde suma prebieha cez vSetky typy spinov a cez vSetky miesta rastu na substrate a
zmena energie AFE(i,0) zavisi na spine troch najblizsich susedov podla (2.1).

Na urcenie majstrovskej rovnice pre TCSS model potrebujeme ur¢it maticu pre-
chodu W(H, S, H',S") 3 zo zaciatotne] konfiguracie (H,S) do koneénej konfiguracie
(H',S"). Matica W(H, S, H', S") ma vyznam pravdepodobnosti prechodu medzi ty-
mito konfiguraciami. Plati

(5.23)

TR exp{—[AE(i,0)]/kpT} ,
W(H,S;H',S") = Z{gzi:l [Z]seXp{ AE(],S)]/]’CBT}(;(U“O-)!;[Z(O-]’O-j)]

0(hiy hiv1 — 1)0(hi, hi—y — 1)6(hj, hy + 2 H5 ; } (5.24)
J#i

Pre opa¢nt matice prechodu W(H’,S’; H, S) plati °

- - l L exp{—[AE’(i,J)]/kBT} oo o o
w5 = 2 S 3 | as G ey Tl o)

S, By — )0 Ky — 1)3(hs .+ 2) T 600, h»} (5.25)
J#i

Z tychto matic prechodu W(H, S, H',S") a W(H',S’, H, S) zostavime podla rov-
nice (4.29) majstrovski rovnicu v tvare

aP(HMS’;t) ! /. Q.
T ZW(H757H7S)P(HaSat)
H'\.S
~ Y W(H,S;H' S)P(H,S;t), (5.26)
H'.S'

2Vo vyraze (5.23) index j oznacuje jednotlivé miesta na substrate a s ma rovnaky vyznam ako o,
t.j. oznacuje spin Castice.

3Matica W (H, S; H',S") je dana st¢inom dvoch élenov ,korelovanych rovnakym uzlom. Vda-
ka korelacii v uzle ¢ to nie je jednoduchy su¢in nezavislych matic v priestoroch {H} a {S}, t.j.
W(H,S;H',S") # W(H,H YW (S,S5).

4Vyraz §(o!, o) v rovnici (5.24) vyjadruje, Ze na miesto i je pridana ¢astica so spinom o. Tato §-
funkcia je nenulova pre v8etky miesta so spinom ¢, no to nespdsobuje problém, pretoze pri uréovani
matice prechodu (5.24) s¢itame cez vetky diskrétne miesta i na povrchu, a tak vyraz §(h}, h; + 2)
charakterizujici depoziény model zabezpedi, Ze iba jeden vyraz p(i,0)d(ol, o) = p(i,o}) je nenulovy.

°Pre AFE'(i,0) plati: AE'(i,0) = —Jo(o,_y + 0, + 0} ,,) — ho.
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kde P(H,S;t) je pravdepodobnost, Ze v ¢ase t sa povrch nachadza v konfigura-
cii (H,S). Suma cez v8etky konfigurdcie znamena sumu cez vSetky premenné h;,

o(i). Symbolické sumy » .., Y o predstavuju: Y, = 222:0 ZZZ:O e ZZ?L:O,
ZS/ — Zo./l Zaé . ZO';: Plati 67

D_W(H,S: H',S)P HSt——ZZsza )3(Ri, i +2)

H'S' i=1 o%l1 h’ (527)

(S(hz, hi-‘,—l — 1)5(h1, hi—l — 1)P(H, S,t),

D W(H S H,S)P(H', S 1) = ZZZ Z p' (i, 0)8 (hi, b} + 2)

H',S'
=1 Uilh/ Uz 1994 z+l

(), hiyy — 1)0(R,, hi—y — 1)P(H, S; 1),

(5.28)
kde plati
—[AFE'(i kgT
> xp{[—AE(), s)|/kpT}

H="{hy,... hi_1, ki hi1, ... hl, (5.30)
S = {o1,...,0i29,0{_1,0},01,1,0i42,...,0L}. (5.31)

Potom pre majstrovska rovnicu teda plati

iy ZZ Z > )0k 42
i= ldilh/ Uz 1 1 1+1
5(h. hiv1 — 1)6(hl, hi—y — 1)P(H, S;t)

(5.32)

_ZZZ])ZU Yo (hy, hi + 2)

i=1 o%1 h/

(5(]%, hi+1 — 1)5(]%, hi—l — 1)P<H,S,t)

5.3 Langevinove rovnice pre vyvoj vysky h(x,t) a
magnetizacie m(x,t) pre T — oo

RieSenie rovnice (5.32) ziskame pomocou Kramers-Moyalovho rozvoja [16]. Ma-
tica prechodu W (H, S; H', S’) musi pre § > 0 spliat podmienky (4.2) a (4.3).

/
6Vdaka stsinu H 3 (R, ) zo sumy cez vietky konfigurécie Z zostane len jedna suma Z
Ve H’ h,’i

"So sé¢itania S/Z/ zostanu tri sacty Z Z Z

Tji i1 9 %
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Prva podmienka je splnené, pretoze pri single-step modeli méze depozicia prebie-
hat iba na miestach, pre ktoré plati |h; — h;|, t.j. 36 > 0, pre ktoré depozicia nemoze
prebiehat, a tak zodpovedajica matica prechodu je nulova.

Druha podmienka je splnena pre depozi¢né modely, pretoze rozdiel medzi dvoma
po sebe idtcimi konfiguraciami je vo vyske jedného stlpca, t.. lisia sa pridanim jednej
Castice na miesto rastu 7.

Pri odvadzani zodpovedajicich Fokker-Planckovych a Langevinovych rovnic po-
stupujeme podla postupu, ktory je uvedeny v kapitole 4.

Vyvoj vysky h(x,t)

Pre vyvoj vysky potrebujeme zostavit Fokker-Planckovu rovnicu v tvare (4.32)
s momentom matice prechodu (5.24) ozna¢enym ako L(l)(H ). Pre Ll(.l)(H ) plati

LY =" (hf— hi)W(H, $; H',S') = 2W (H,S; H', S
Hl

2
= p(l, 0')5(0'27 O')T—(S(hz, hi—i—l - 1)5(hz, hi—l - 1) (533)
0
= p<27 O->5(O-£> U)Ki(l)7

kde Ki(l) je prvy moment matice prechodu pre single step model, vid (5.5). Potom
pre Fokker-Planckovu rovnicu pre vyvoj vysky plati

@2

% = pli,0)8(c},0) | — aii(Ki(l)P) - a—h%(Ki(l)P) (5.34)
Uvazujeme Specialny pripad, ked T — oo, t.j. kBLT — 0. V tomto Specidlnom
pripade plati
o LI L
t.j. pre prvy moment matice prechodu Lgl) plati
= Lgw (5.36)

2L

Pre Ki(l) sme v podkapitole 5.1 urobili spojité vyjadrenie pomocou metoédy re-
gularizacie, a tak mozeme priamo podla (5.13) ur¢it Langevinovu rovnicu pre vyvoj
vysky

Oh(x,t)

ot

AT—oo
= VTﬂoov2h($7 t) + T2 [Vh(ilf, t)]2 + FTHoo + nh,THOO($7 t)? (537)
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kde pre jednotlivé koeficienty plati

v 16
UVt o0 — ﬁ = _7'0_L(A2 —|— 2A4>(—1 —|— 2A0 —|— 2A2 + 2A4),

A 32
Moo = 57 = 7 [(240 = (A + 644) — 2424, = 243+ 247)], (5:38)
F _ 1(1+2A + 245 + 2A,)?

Dostali sme Langevinovu rovnicu pre vyvoj vysky, ktory nie je spojeny (nezavisi)
s magnetizaciou m(x,t).

Vyvoj magnetizacie m(x,t)

Podobne ako v predchadzajicom pripade potrebujeme pre vyvoj magnetizacie
zostavit Fokker-Planckovu rovnicu v nasledujicom tvare
oP(S,t) 0 1 o

_ (1) -
ot N aO'Z‘ (MZ P) + 2 80'1'80']‘

(2)
M2 P), (5.39)

kde pre M,L-(l) plati
MO =3 (o} — o)W (H,S; H',S') = ZmiW(H,S; H', 5"

Sl
= mlp(z, 0)5(0 O') 5(}7’17 hl+1 - 1>5<h17 hi*l - 1) (540)
= (i, o—>5<o—;,a>f<£”,

kde m; = o'(i) — o(i) je magnetizacia, t.j. rozdiel spinov Castic na mieste 1.
V pripade T" — oo pre pravdepodobnost pridania castlce SO spinom ¢ na miesto ¢
plati (5.35), t.j. pre prvy moment matice prechodu M platl
m _ o)
M, =1 K (5.41)
Pri prechode ku spojitému popisu predpokladame, ze m; — m(z), a tak pre Lan-
gevinovu rovnicu pre vyvoj magnetizacie plati

t —00
% — b VPh(2, 8) + 22 VA2, )] + drsomt + o (7, 1), (5.42)
kde pre jednotlivé koeficienty plati

v 8
A 16

g = —— = (249 — 1)(As + 6Ay) — 2454, — 2(A5 +2A7)],  (5.43)
AL~ 1oL
F 1 9

dr_oo = (—1+2A40+2A5 +2A4)".

E - 27'0.[/
Rovnica (5.42) obsahuje niektoré ¢leny rovnice (3.2), pomocou ktorej sa popisuje
rast depozi¢ného modelu binarnej zliatiny.
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5.4 Analyza vyvoja vysky h(x,t) a magnetizacie m(x, t)
pre T — 0

V tejto podkapitole uvedieme pre 7" — 0 niektoré Specidlne pripady zaciatocénej
konfiguracie vysok H = {hy,hy,...,hp} a spinov S = {oy,09,...,0.}, pre ktoré
vieme predpovedat spravanie TCSS modelu.

Uvazujme najprv modifikaciu, Ze spin pridavanej ¢astice zavisi len na spine jednej
Castice na mieste rastu 7. Ak pri tomto zjednoduSeni uvazujeme vseobecnii konfigu-
raciu vySok H a spinov S (napr. konfiguracia na obr. 5.1), tak sa postupne bude
opakovat zaciatocna konfiguracia povrchu. Za tychto podmienok dostaneme sprava-
nie modelu, ktoré patri do KPZ triedy univerzality.

Obrazok 5.1: Vyvoj povrchu TCSS modelu pre T' — 0 a zavislost len na spine ¢astice
na mieste rastu ¢. Tmavé a svetlé oblasti oznacuji dva typy spinov ¢astic substratu.
Ciarkované ¢iary oznacCujui pozicie, na ktoré moze byt ulozena nové Castica.

Ak spin pridavanej Castice zavisi len na spine jednej Castice na mieste rastu ¢,
pravdepodobnost p(i, o) (5.23) zavisi na rozdiele spinov na tomto mieste, t.j. na mag-
netizacii m; = o, — 0;. V tomto pripade sa normaliza¢ny faktor v (5.23) neuplatni,
a tak predpokladame p(i,0) = m; = o, — 0;. Z toho vyplyva, ze v matici pre-
chodu (5.24) namiesto pravdepodobnosti p(i, o) bude vystapovat magnetizacia m;.
Z tejto matice prechodu mézeme odvodit Langevinove rovnice pre vyvoj vysky h(z,t)
a magnetizacie m(z,t).

Ak uvazujeme, Ze volba spinu pridavanej ¢astice zavisi na spine troch najblizsich
susedov, tak na miesto rastu ¢+ bude pridana cCastica so spinom, ktory je rovnaky
ako spin vacsiny z troch najbliz§ich susedov na miestach ¢ — 1, i a ¢ + 1. Vyvoj
vysky h(x,t) a magnetizacie m(x,t) vieme predpovedat len v niektorych Specialnych
pripadoch zaciato¢nej konfiguracie, ked dostaneme spravanie modelu, ktoré patri
do KPZ triedy univerzality:

e konfiguracia na obr. 5.2:
Na jednotlivé miesta rastu moze byt pridana len ¢astica so spinom, ktory je
rovnaky ako spin castic, z ktorych sa sklada substrat.

e konfiguracia na obr. 5.3a), 5.3b):
Na miesta rastu ¢ moze byt pridany len jeden typ Castice so spinom, ktory
zodpovedéa spinu vacsiny z troch najblizsich susednych castic, takze po zaplneni
prvej vrstvy dostaneme rovnaku situéciu ako na obr. 5.2.
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r-- r=n= r=m= L g r== LBt ]
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

HoHHHH]

Obrazok 5.2: Vyvoj povrchu TCSS modelu pre T" — 0 a zavislost na spine troch
najblizsich susednych castic. Konfiguracia s jednym typom spinu castic. Tmavé a
svetlé oblasti oznac¢uju dva typy spinov Castic substratu. Ciarkované ¢iary oznacuju
pozicie, na ktoré moze byt uloZena nova Castica.

e konfiguracia na obr. 5.3c):
Pridavanim jednotlivych castic sa bude opakovat zaciato¢na konfiguracia po-
vrchu.

| B et | r-=n- | L L | r=n=
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

n'wn'mam

(@)

iy P L | P | Bioat | P
1 1 1 1 L[} 1 I 1 1 1 ] 1

IH w HH i H

(b)

r== L | [ doa iy | gt P
1 1 1 1 ] 1 1 1 1 1 1 1

B i e

(c)

Obrazok 5.3: Vyvoj povrchu TCSS modelu pre T" — 0 a zavislost na spine troch
najblizsich susednych castic. Konfiguracia s dvoma typmi spinu castic. Tmavé a
svetlé oblasti oznac¢uju dva typy spinov Castic substratu. Ciarkované ¢iary oznacuju
pozicie, na ktoré moze byt ulozend nova Castica.

V pripade vSeobecnej konfiguracie vysok H = {hy, hs,...,hr} a spinov S =
{01,09,...,01} (napr.na obr. (5.1)) bez dalsich aproximacii nevieme predpovedat
vyvoj vysky h(x,t) a magnetizacie m(z,t).



Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali modelmi rastu dvojzlozkovych systémov, a to ako
z hladiska diskrétnych modelov, tak i z pohl'adu spojitych stochastickych rovnic, kto-
ré su s tymito modelmi spojené. Bol vypracovany prehlad modelov rastu binarnych
systémov a boli ziskané nové vysledky pre spojité rovnice.

V kapitole 2 bol vypracovany prehlad diskrétnych modelov rastu binédrnych sys-
témov, ktory poskytuje néahlad na pouzitie jednoduchych modelov i zloZitejsich
modelov umoznujicich modelovanie realnych dejov, ktoré v skutoc¢nosti prebieha-
ju v dvoch a viac komponentnych systémoch. Pochopenie tychto procesov je dolezité
napr. pre nanotechnologie.

Kapitola 3 poskytuje pohlad na dva dvojzlozkové modely (depozi¢ny model a
MBE model binarnej zliatiny), pre ktoré st zname spojité popisy. S tymito popismi
sme porovnali vysledky odvodené v kapitole 5.

Prechod od diskrétnych modelov ku spojitym rovniciam, ktorym sme sa zaobe-
rali v kapitole 4, predstavuje jeden zo zékladnych problémov spojenych so studiom
rastovych procesov. Vztah medzi diskrétnymi modelmi a zodpovedajucimi Langevi-
novymi rovnicami nebol celkom jednoznacny. Nedavno bola pre jednoduché jedno-
zlozkové modely pouzita definovana metoda regularizacie poskytujtuca priamy vztah
medzi diskrétnymi rastovymi modelmi a stochastickymi diferencialnymi rovnicami.

Sformulovali sme vSeobecné majstrovské rovnice obsahujice korelacie medzi pries-
torovymi suradnicami a magnetiziciou pre dvojzlozkovy diskrétny model - konkrétne
pre magneticky single-step model (TCSS model), vid kapitola 5. Tato kapitola d'ale;
obsahuje: (a) analyzu odvodenia spojitého popisu pre TCSS model pre Specialny
pripad T" — oo, (b) analyzu vyvoja vysky h(zx,t) a magnetizacie m(z,t) pre TCSS
model pre druhy Specidlny pripad 7" — 0. Langevinova rovnica pre vyvoj vysky
h(z,t) pre T — oo zodpoveda spojitej rovnici, ktora charakterizuje KPZ triedu
univerzality, t.j. nedochadza ku zmene asymptotického sprévania (triede univerza-
lity). Langevinova rovnica pre vyvoj magnetizacie m(z,t) pre T — oo obsahuje
niektoré ¢leny z Langevinovej rovnice pre depoziény model binarnej zliatiny, ktora
je uvedena v kapitole 3. Vyvoj vysky h(z,t) a magnetizéacie m(x,t) pre TCSS model
pre T' — 0 velmi zavisi na zaiatocnych podmienkach, t.j. na konfiguracii vysok a
spinov. V niektorych Specidlnych pripadoch dostaneme spravanie modelu, ktoré pat-
ri ku KPZ triede univerzality. V pripade vSeobecnej konfiguracie vySok a spinov sa
bez dalsich aproximécii neda uré¢it vyvoj vysky h(z,t) a magnetizacie m(z,t).

Nametom pre dalsiu pracu je spravanie magnetického single-step modelu vo vys-

o8
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sich dimenziach (predovietkym v (24 1) dimenzii) alebo aj spravanie podobnych mo-
delov, ktoré zahinaja iny typ interakcie, inii geometriu a s tym stvisiace podmienky
pre ukladanie jednotlivych c¢astic na rastuci substrat. Velmi délezité a potrebné je
zahrnutie elastickych interakcii vznikajucich v dosledku roznej velkosti mriezkovych
konstant oboch komponentov.

Najviac pouzivanou metdédou pre Studium takychto rastovych procesov si po-
¢itacové simulacie, no vySetrovanie asymptotického spravania je stazené efektami
kone¢ného objemu a prechodovymi rezimami. Ak pozname spojity popis modelu,
tak presne pozname cely Casovy vyvoj, t.j. aj asymptotické spravanie. Odvodenie
spojitého popisu pre vyssie uvedené komplikovanejsie modely moze byt zlozitejsie
resp. vo viacerych pripadoch aj neuskuto¢nitelné.
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