18 Kmitavy pohyb

- mechanicky pohyb sustavy charakterizovany veli¢inami, ktoré su periodickymi funkciami ¢asu
- kazdé zariadenie, ktoré moze volne (bez vonkajSiecho pdsobenia) kmitat’, nazyva sa oscildator
- periodicky opakujica sa ¢ast’ kmitavého pohybu sa nazyva kmit
- charakteristické veli¢iny kmitavého pohybu:
o perioda (doba kmitu) T:
= as, za ktory prebehne jeden kmit a oscilator sa dostane do zvoleného zaciato¢ného
stavu; meria sa v sekundach
o frekvencia (kmitocet) f:
* rovnd sa poctu kmitov, ktoré prebehnt za sekundu; je prevratenou hodnotou
periody:

1
o f[= T [ f ]: s~ = Hz (jednotkou frekvencie je Herz)

- kmitavy pohyb mézeme znazornit’ v éasovom diagrame, v ktorom st zndzornené okamzité polohy
kmitajuceho telesa ako funkcie casu; Casovym diagramom jednoduchého (harmonického)
kmitavého pohybu je sinusoida

18.1pruzinovy oscilator
- patri medzi mechanické oscilatory; na za¢iatku mame pruzinu dizky /, tito pruzinu
charakterizuje tuhost’ pruZiny k (od tuhosti pruziny zavisi jej predlzenie pocas
kmitavého pohybu)
- ked na pruzinu zavesime zavazie s hmotnostou m, pruzina sa posobenim tiaZzovej

sily F. predizi o4l; v doésledku pruznosti pruziny vznikne sila pruinosti i ﬂ}&
1
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ktorej velkost’ sa v zavislosti od predlZenia zvacSuje. Sila g, ma opacny smer ako

T oA . C 1 . F
tiazova sila f, ktord pdsobi na zavazie. Po istom case sa ustali v rovnovdzinej G

polohe O, v ktorej je velkost’ tiazovej sily a sily pruznosti rovnand, ale maju opacny smer; plati:
o F;,=F,=>mg=kAl
- ked pruzinu prediZime o y, tak za¢ne kmitat’; vychylka y z rovnovaznej polohy sa vola okamZitd
vychylka, vzhladom na rovnovaZznu polohu nadobida kladné aj zaporné hodnoty. V istych
okamihoch dosahuje y najvicSie kladné, pripadne zaporne hodnoty —tuto najvacSiu hodnotu
okamzitej vychylky nazyvame amplitiuda vychylky y.
- pre vyslednt silu F,. ktorad spdsobuje kmitanie, plati:

° —
F=mg—k(Al +y)=mg — kAl —ky=—ky
o znamienko minus vyjadruje, Ze sila F' a okamzita vychylka maji v kazdom okamihu
opacny smer
- pohybova rovnica:

o ma=-ky= =
W= T T g

o pre uhlovu frekvenciu, periddu a frekvenciu plati:

. w—z—n—2nf/\(o \F:T 271( f_ZR\F

- rieSenim pohybovej rovnice dostaneme:
o poloha hmotného bodu v Case:

= y=y,sinfr+o)
o okamZita rychlost’:

2 2
dy__k = ’y =-o’y, kde o je uhlovd frekvencia



dy

= —=y=1y ocoslor+
o =V Vo cos(or + o)
o okamiité zrychlenie:
d’y 3

Pl —y, 0" sin(lof+9)=-o’y

= zrychlenie kmitavého pohybu je priamo umerné okamzitej vychylke a v kazdom

okamihu mé opa¢ny smer ako okamzitd vychylka
o vyraz v zatvorke (cot+(p) sa vola faza a ¢ je fazovy posun aurCuje hodnotu veli¢iny

harmonického kmitania v za¢iatocnom okamihu (=0 s)

- kmitavy pohyb mozeme odvodit’ aj zrovnomerného !
pohybu hmotného bodu po kruznici (kmitavy pohyb
zodpoveda priemetu rovnomerného pohybu po kruznici
do zvislej polohy); pomocou rovnomerného pohybu po
kruznici mézeme zostrojit’ aj fazorovy diagram

------- - :

18.2 matematické kyvadio

- patri medzi mechanické oscilatory; kyvadlo je hmotny bod zaveseny na 04
tuhom vlakne zanedbatelnej hmotnosti; kmitanie sposobuje zlozka !
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tiazovej sily F;
- pre silu, ktora sposobuje kmitanie, plati:
o F,=-mgsino
- pre uhly menSie ako 5°, mézeme pouzit’:
N . a A
o oczjz%:smazaz% / F ’

- pre silu F; plati:

- pohybovéa rovnica:

omg dy_ g  dy )

O ma= -y

Y T T T T ae
- pre periddu kmitov na matematickom kyvadle plati:

o) co:\/E:T:bt l:le/E
I g 2n \ 1

18.3fyzikalne kyvadio

- pod fyzikdlnym kyvadlom rozumieme kazdé teleso, ktoré sa vplyvom vlastnej tiaze kyve okolo
vodorovnej osi neprechadzajucej taziskom
- kmitanie spdsobuje zlozka tiazove;j sily:
o F, =-mgsinoe

- pre uhly mensSie ako 5 © plati:
o F =-mgo

t



» znamienko minus vyjadruje, ze zlozka tiazovej sily, ktora sposobuje kmitanie, ma
vzdy opaény smer ako okamzita vychylka
- pri fyzikdlnom kyvadle ide v podstate o otd¢avy pohyb telesa okolo pevnej osi, takze mozno
pouzit’ pohybovi rovnicu rotujiceho telesa:

M =Je ¥
. do d’o mgb
—mgbsing = Je = — =J — - _ ‘
d’o ) , mgh |
=-—o¢p,kdew” =—=- ‘
dr’ i J l i

» ) je vzdialenost stredu otaCania S od taziska T
- pre periodu kmitov kmitov plati:

J, +mb’
|| mgb mgb

o Joje moment Zotrvacnosti telesa vzhl'adom na os prechadzajucu taziskom

18.3.1redukovana dizka fyzikalneho kyvadla

- redukovana dizka fyzikilneho kyvadla je vzdjomna vzdialenost dvoch osi nesymetricky
polozenych vzhl'adom na t'azisko, okolo ktorych sa kyve kyvadlo s rovnakou periédou
- pre redukovanu dizku plati:
o [=b+x
- zrovnosti peridd vyplyva:

J,+mx*  J, +mb’

o mgx mgb
mbx’® —(JO +mb2>\'+J0b =0
- rieSenim tejto rovnice dostaneme dva korene:

x,=b

o J
X, =
mb

. o . J ]
- tejto ulohe vyhovuje rieSenie x, = —(;) , takze pre redukovant dlzku plati:
m

i_]ojtmbz _L
mb mb  mb

- redukovani dizku fyzikalneho kyvadla mozno interpretovat’ aj ako dizku takého matematického
kyvadla, ktoré sa kyve s rovnakou peridodou ako fyzikélne kyvadlo:

o Z b+£
T =2n f:znf’"b
g g

18.4premeny energie v mechanickom oscilétore £ E= B+ Ee
- pre potencidlnu energiu napnutej pruziny plati:

o W:J{F.dy:];ky.dyzlc]:y.dy:;ky2 =E,
0 0 0

o [=b+

- pri kmitani plati za@akon zachovania energie (periodicky sa meni
potencidlna energia oscilatora na kinetickii energiu a naopak).
Celkova energia oscilatora je konStantna a v kazdom okamihu sa
rovna suctu potencidlnej a kinetickej energie




1 1 1 1 .
o E +E, =—mv+_ky’=—my,o’ cos’ of +—ky, sin’ ot =
2 2 2 2
1

1 1 . 1 . 1
© E+E, :Ekyfn cos2oat+§kyi sin” ot zakyi(coszcot+s1n2mt):5ky;

o ked teleso dosiahne amplitidu vychylky, je kinetickad energia nulova, teda celi energiu
tvori potencialna energia, pre ktora plati:

L
- L Zak)’m

v praxi dochadza k tlmenému kmitaniu; amplitida sa postupne zmenSuje (sposobuje to odpor
prostredia, trenie); vlastné kmitanie oscilatora je vzdy tlmené

18.5elektromagneticky oscilator

na rozdiel od mechanického oscilatora, v ktorom sa periodicky meni potencidlna energia na
kinetickl, sa s elektromagnetickom oscildtore meni elektrickd energia na magneticka
(najjednoduchsim prikladom elektrického obvodu, ktory ma tieto vlastnosti, je obvod s cievkou
a kondenzatorom — LC obvod (oscilacny obvod)
na zaciatku kondenzéator nabijeme zo zdroja jednosmerného napétia a pripojime ho k cievke; za
Stvrtinu periddy sa vybije a prud je maximalny, vznikd indukované napitie. Za dalSiu Stvrtinu
periddy sa kondenzator nabije indukovanym prudom, ale polarita je uz opacna. V druhej polovici
periddy sa tento dej opakuje opa¢nym smerom.
o amplitudy napétia a pradu sa postupne zmenSujl, aZ kmitanie zanikne. Pri¢inou je odpor
R oscilaéného obvodu, v ktorom sa meni energia elektrického a magnetického pol'a na
vnutornd energiu vodica; nastava tlmenie kmitov
o casové diagramy napédtia aprudu v oscilatnom
obvode su navzajom posunuté o Stvrtinu periody.
V okamihu, ked’ je prud v obvode nulovy, napitie ‘
ateda aj ndboj na kondenzatore su najvicSie.
naopak maximalnej hodnote prudu zodpoveda
nulovy néaboj kondenzatora. To dokazuje, Ze v elektromagnetickom oscilatore sa
periodicky meni elektricka energia na magneticku a naopak.
kondenzator ma elektricku energiu:

u

I 1 0
@] E =—0U =—=-
¢ 2Q 2 C

nabity kondenzator je zdrojom prudu vcievke. V okoli cievky vznikd magnetické pole
s magnetickou energiou:

o E = lLI :
2
- mechanickym a elektromagnetickym oscilatorom platia nasledujice analdgie:
Mechanicky oscilator Elektromagneticky oscilator

okamzita vychylka y okamzity naboj q
rychlost’ v okamzity prud i
potencidlna energia E, elektricka energia E.
kineticka energia Ex magnetické energia E.
sila F okamZité napétie u
hmotnost’ m induk¢énost’ L
tuhost’ pruziny i = F recipro¢na hodnota kapacity 1 u

y C q

pouzitim tychto analdgii medzi oscilatormi dostaneme:
o perioda a frekvencia kmitov:



1
JLC
o  okamZity naboj sa meni podla vzt'ahu:

= g=Q, coswt

. T, -2JIC= f, :21
TU

o uhlova frekvencia vlastného kmitania oscilacného obvodu:

o  okamZité napiitie medzi plathami kondenzatora:

Qm

= y=-""coswt=U, coswt
C m
ve s . . , Ni. oy oo T
o okamzity prud v oscilacnom obvode je posunuty o zac¢iato¢nt fazu ¢ = > :

. T .
= =7, cos(mt—z) =1, smot

18.6 energia mechanického a elektromagnetického oscilatora
- mechanicky oscildtor:

1
o potencialna energia: £, = Eky2

. . ’ . 2
o kinetickd energia: £, = Emv

- elektromagneticky oscildtor:

. . 1 10°
o elektricka energia: £ =—QU =—=—
© 2 2 C

. . 1
o magnetickd energia: £, = ELI g

18.7 nutené kmitanie oscilatora

- nutené kmitanie vznikd pdsobenim sily alebo napitia na oscilator aj na objekty, ktoré nemaji
vlastnost’ oscilatora (netlmené harmonické kmitanie vznikne, ked’ sa straty nahradzaji pocas celej

periody; to mozno dosiahnut’, ked’ na oscilator pdsobi nepretrzite harmonicka sila F = F,, sinwt
alebo harmonické napitie U =U,, sinwt; pdsobenim tejto sily, pripadne napitia, je v oscilatore
vynucované netlmené harmonické kmitanie, ktoré sa volé niitené kmitanie oscildtora).

- frekvencia niteného kmitania zavisi od frekvencie pdsobiace;j sily, pripadne napétia, a nezavisi od
vlastnosti kmitajuceho objektu. Nutené kmitanie je netlmené.

18.7.1rezonancia oscilatora

- amplitida natenych kmitov dosahuje najvdcSiu hodnotu v okamihu, ked
frekvencia natenych kmitov dosiahne vlastni frekvenciu oscilatora — tato
frekvencia sa nazyva rezonancnd frekvencia; pri tejto frekvencii nastane
rezonancia oscildatora

- amplitida natenych kmitov pri rezonancnej frekvencii je vacSia, ako by :
zodpovedalo amplitade sily, prip. napitia, ktoré kmitanie sposobilo w o

- rezonanciu mozeme povazovat za vzajomné posobenie dvoch oscildtorov. Jeden je zdrojom
nutené¢ho kmitania (escildtor) a druhy sa posobenim zdroja nitene rozkmita (rezondtor)




18.8 skladanie kmitov

18.8.1kmity v jednej priamke
- izochronne kmity:

o izochronne kmity maji rovnaka uhlovu frekvenciu (periddu)

o posobia dve sily v jednej priamke; ak by posobili samostatne, tak obe by vyvolali kmity
v, =4 cos(wt +0, )

) v, =4, cos(oot +(p2)

o vysledny pohyb je dany s¢itanim oboch rovnic (dostaneme opét’ harmonicku funkciu:

y=y,+y, =4 cos((ot+(p] )+ A, cos(cot+(p2 ):>

y= A cosot.cosp, — A, sinwt.sin@, + 4, coswt.cosp, — 4, sinot.sing, =

y= cosoat.(A1 cos®, + A, cos (pz)—sin (mf.(Al sing, + 4, sinq)z)

A.coso A.sin@
o zavadzame substituciu:
A.cosp = A,cosQ, + A4, coso,

Asing = A4 sin@, + A4, sing ,
o dosadenie (dostaneme vyslednui rovnicu harmonického pohybu).
y = Acosmt.cosp — Asin ot.sin @

y= Acos(mt+(p)
o vysledna faza (dostaneme ju zo substiticii):
_ Asing A4, sin@, + 4, sing,

to@ =
& Acoso A cosp, + 4, coso,
¢ = arctg A sme, + A4,sing,
A cos@, + A4, cosg,

o vysledna amplitiuda (umocnime obe substiticie a s¢itame ich):
A*sin’@ = A sin’ @, +2 4,4, sing, sing, + 4; sin” @,

A* cos’ @ = A’ cos’ @, +24,4, cosp, cos®, + A; cos’ @,
A* = A} + A} +24,4, cos(p, —¢,)

A= \/Al2 ""Az2 +24,4, COS((Pz _(Pl)
- neizochronne kmity:
o kmity, ktoré maju rovnaké amplitidy a fazové posuny, liSia sa uhlovou frekvenciou
o podsobia dve sily v jednej priamke, ktoré sposobuji kmity:
y, = Acos(o,t+¢)

) y, = Acos(®,t+@)
o vysledny pohyb je dany scitanim oboch rovnic (dostaneme vyslednii rovnicu kmitavého
pohybu):
y=y+y, = Acos((u]t+(p)+ Acos(wzt +(p)

y= 2Acosw1;w2t.cos{wlzwzt +(p}

o vysledna uhlova frekvencia:
0, +o 2n 4r
= hod BhadS f— T = =
0o o +0,

o vysledna amplituda:



. A'=2Amt
2

o  pri porovnatel'nych uhlovych frekvenciach vznikaju rdzy:
» vyslednd amplituda zavisi od Casu ¢, a preto pre periodu zmeny amplitiudy plati:
T 2n 4r
[ ] - -

o 0, -0,
* pre periodu razu plati:
T 21

° = =

2 0)1 —(,02

18.8.2kolmé kmity

o posobia dve sily ktoré su na seba kolmé

o mame kmity, ktoré maji rovnakt uhlovl frekvenciu, ale liSia sa amplitidou, fazovym
posunom

x= Acos((ot+ocx)

y= Bcos((ot +ocy)

o ztychto rovnic potrebujeme vylucit’ Casové Cleny (najprv cos, potom sin, vysledné rovnice
umocnime a s¢itame):

X . .

— =cosmt.coso.. —sin®t.sino /.cosa

A X X y
]

y . .

~ =cosmwt.coso., —sinz.sino, / (— cosa

B y y x

X . .

—Cosa | = COS(DI.COSOLX cosaol , —SINMZ.SINQL _..COSAL , —> (1)

A y y x y
]

Y

— 2.C0S0L, =—COS®.COSOL, COSOL, +Sin t.sina,.cosa, — (2)
B X ¥y X ¥y X

o rovnice (1) a (2) s¢itame:

. icoscxy —%cosocx :sin(ot.sin(ocy —ocx)—> (3)

=COosSMI.cosaL, —sinosina, /.sina,

= COSO)t.COS(Xy —SlIl(,Ot.SIIlOLy /(— SIHOLX)

sino, = cos®Z.cosa, sina. , —sin of.sina .sina. , — (4)

— Ysina, =—cosot.cosa sino. +sinot.sina .sino —(5)
B x y x y x

o rovnice (4) a (5) sCitame:

X . y .o :
= “sina, —=sina, = cosotsinlo, —o, ) (6
A B
o rovnice (3) a (6) umocnime:
2 2
x x : :
= —cos’a, 2% Y cosa, cosa, +y—2coszocx :slnzcot.smz(ay —ocx)—>(7)
A A B B
2 2

X’ Xy . : , :
« Y sina, —2> Lsino_sina + 2 sin’a =coszwt.sm2(oc -a )—)(8)
A2 ¥y X y Bz X y X



o rovnice (7) a (8) s¢itame a dostaneme vyslednit rovnicu trajektorie pohybu:

4> B* AB

s zﬁlcos((xy—(xx)zsmz@‘y_ax)

o podrla rozdielu faz rozliSujeme rozne pripady:

a,-a, =0

2 2 2
x—2+y—2—211:0:> Ay 4 :0:>£:X:>y:§x
A° B AB A B A B A

e v tomto pripade vysledna trajektoria ma tvar usecky

2 2 2
R AR R0 SN (VI YN .
A B A B 4

e vysledna trajektoria ma tvar asecky

m _3n / .
y O —EV% -Q, T, ——

2 2

X Y
o
e vysledna trajektéria ma tvar elipsy

=1

T . , . , v
e ako, -0, = P vysledné kmity su v smere hodinovych ruciciek

3n
e aka, —a, = B vysledny pohyb je proti smeru hodinovych ruci¢iek



