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Pracovné ulohy:
1. Zmerajte tuhost’ k piatich pruzin metédou
a statickou
b. dynamickou
2. Z merania doby kmitu T telesa hmotnosti m zaveseného na pruzine urcite zavislost’ uhlovej

frekvencie w na \/E )
m

3. Z doby kmitu telesa zndmej hmotnosti a vychylky pruziny po zaveseni tohto telesa urcite
miestne tiazové zrychlenie g.
4. Zogrojte grafy zavislosti

: W_fgf

b. W—f

: W_fgf

Teoreticka ¢ast’:

Harmonicky kmit je linearny kmitavy pohyb, ktory vznik& pdsobenim sily F, ktora je Umerna
okamzitej vychylkey telesa z rovnovaznej polohy ama opacny smer (smeruje do rovnovaznej

polohy)

F=-ky, D
kde k je kondtanta Umernosti (k > 0).
Pre okamzit vychylku z rovnovéznej polohy v ¢ase't plati

Y=Y Sn(wt+j ), @)
kde ym je amplitada vychylky, o je uhlova frekvencia a ¢ je zaiatocna faza.
Uhlova frekvencia savisi s dobou kmitu podra vztahu
2

W= ©)
Tuhost pruziny
Sila potrebna k deformécii pruziny Fp je pre linedrnu pruzinu imernavychylke

Fo =ky, (4)

kde kon&tantu k nazyvame tuhost’ pruziny.

Satickd metdda urcenia tuhosti pruziny
Ak zavesime na pruzinu teleso hmotnosti m, bude na teleso podl'a principu akcie areakcie
posobit’ pruzina silou -Fp. Vyslednl silu pésobiacu na teleso urc¢ime ako sUcet tiazovej sily
G =mg asily -Fp. Rovnovazny stav nastane, ked’
G- F, =0, ®)
t.j. pre také prediZenie pruziny yo, pre ktoré plati
G
Yo = ? . (6)
Statickou metddou uréujeme tuhost’ pruziny tak, Ze pruzinu zatazime telesom s hmotnostou m
apomocou katetometra uréime prediZzenieyo. Z tychto Udgjov pomocou vztahu (6) alinearnej
regresie ur¢ime tuhost’ pruziny.



Dynamicka metdda urcenia tuhosti pruziny
Tuhost pruziny mézeme urcit’ g tak, Ze teleso shmotnostou m vychylime z rovnovéznej
polohy, okolo ktorgj zacne kmitat’ s uhlovou frekvenciou

w = K : @)
m
Ak pozndme hmotnost’ zavaZia aurcime periddu kmitov, potom zo vzt'ahov (3) a (7) uréime

tuhost’ pruziny

_4p°
k= = m. 8
Overenie platnosti vzt'ahu (7) méZeme previest’ tak, Ze pre danl pruZinu uré¢ime tuhost’” statickou
metddou azo vztahu (7) vypocitame w. Takto vypocitana hodnota uhlove] frekvencie sa
porovna s hodnotou ziskanou na zéklade (3), t.j. z merania doby kmitu zavazia hmotnosti m.

TiaZové zrychlenie

Z doby kmitu telesa méZeme urcit’ miestne tiazové zrychlenie g. Teleso zavesime na pruzinu
azistime prediZenie y,. Potom teleso na pruzine vo zvisiom smere rozkmitame, uréime dobu
kmitu a z (3) vypocitame w. Z rovnic (6) a(7) urc¢ime vzt'ah pre tiazové zrychlenie

g=w?y,. ©)

Podmienky merania:
Podmienky merania st ur¢ené pomocou digitdlneho meracieho pristroja:
teplota: t=(25,7+05)°C

Vydedky merania:

Meranie statickou metédou

Jednotlivé pruziny (oznacené ¢islami 1 —5) sme zatazovali zavaZziami s réznymi hmotnostami,
pricom interval zataZenia pre jednotlivé pruziny sme urcili podla odhadu tuhosti pruziny.
Intervaly zatazenia sme zvolili tak, aby sa prekryvali aspon v &yroch hmotnostiach, aby sme
mohli zostrojit’ grafy zavislosti podl'a zadania. Pre pruziny 1 — 3 sme pouzili zavazia v rozmedzi
80-180g, pre pruzinu4 vrozmedzi 80—200g, pre pruZzinu5 vrozmedzi 120 - 240 g.
Pomocou katetometra sme uréovali prediZenie pruziny yo v zavislosti na hmotnosti zavaziam.
Namerané Udaje obsahuju tabu/ky 1 a 2.

Tabu/ka 1 — Pred/Zenie pruZiny v zavidosti na hmotnosti pre pruziny 1 —5

prediZenie pruziny yo [mm]
hmotnos m[g] | pruznal | pruzina 2 | pruzna 3 | pruzna 4
80 128 180 108 40
100 160 225 135 51
120 192 271 162 62
140 223 317 189 72
160 255 362 217 83
180 287 407 244 93
200 103

Tabulka 2 — Pred/Zenie pruZiny 5 v zavisosti na hmotnosti
hmotnos' m[g] ] 120 ] 140 | 160 | 180 | 200 | 220 ] 240
predizenieyo [mm] | 27 | 32 | 37 | 42 | 46 | 51 | 55




Chyba urgenia prediZeniayo je dana chybou katetometra, ktor( vzhradom k otrasom podlahy
v laboratériu odhadneme na 0,1 mm. Hmotnost” povaZujeme za uréend presne, mozné odchylky
od kalibrovanej hodnoty pokladame za zanedbatelné. Dalej zanedbavame chybu spdsobent tym,
Ze na zavaziach bola pripevnené nit’ pre ich upevnenie na pruzine. Hmotnost’ nite je urcite ovel'a
menSia ako je hmotnost jednotlivych zavazi. Pruzinu pokladame v zvolenom modeli za
nehmotnl, apreto jej hmotnost neuvaZujeme. Tuhost pruzZiny vypocitame podra (6)
a spracujeme metddou linedrnegj regresie pomocou programu Origin, pricom G povaZzujeme za
nezévisll veli¢inu ayp za zavisli velicinu. Chybu tuhosti pruziny ur¢ime podla metddy
najmensich &vorcov uvedeng] v [3]. Hodnotu tiazového zrychlenia uvazujeme podra[4];
g =9,80665ms 2.

Tuhosti jednotlivych pruzin:

pruzina 1: k, =(6,14+0,03)Nm’* h, =4940°
pruzina 2; k, =(4,34+0,02)Nm™* h, =46240°
pruzina 3; k, =(7,25+0,04)Nm’* h, =55%0°
pruzina 4: k, =(1912+0,29)Nm’* h, =15407
pruzina 5 ks =(42,7+11)Nm* h, =26407

Meranie dynamickou metédou:

Pri dynamickej metdde sme urcovali periodu harmonickych kmitov, ktoré vykonéava zavazZie na
pruzine, ak ho vychylime zrovnovaznej polohy. Jednotlivé periody sme merali pomocou
digitalnych stopiek riadenych sietovou frekvenciou. Pre kazd( pruZinu sme ur¢ovali dobu
desiatich kmitov, pricom na zvySenie presnosti sme kazdé meranie opakovali parkrét. Pri
merani doby kmitu s lepSie menSie vychylky z rovnovaznej polohy, pri ktorych je meranie
presngjSie. Chyba digitdnych stopiek je zanedbatel'nd voci chybe experimentatora, ktoru
odhadujeme na 0,2 s. Namerané hodnoty pre jednotlivé pruziny obsahuju tabulky 3 —7.

Tabu/ka 3 — Doby kmitu pre pruznu 1

10T (9
m[g] | 1. meranie | 2. meranie | 3. meranie | 4. meranie | 5. meranie | ut[s] | o9
80 7,11 7,15 7,15 7,16 7,12 0,714 | 0,020
100 8,01 7,99 8,02 7,99 8,04 0,801 | 0,020
120 8,72 8,81 8,75 8,76 8,71 0,875 | 0,020
140 9,41 9,45 9,48 9,47 9,49 0,946 | 0,020
160 10,02 9,98 10,04 10,01 9,99 1,001 | 0,020
180 10,60 10,62 10,56 10,65 10,60 1,061 | 0,020

Tabu/ka 4 — Doby kmitu pre pruzinu 2

10T [9
m[g] | 1. meranie | 2. meranie | 3. meranie | 4. meranie | 5. meranie | ur[s] | o[9
80 8,73 8,69 8,68 8,69 8,72 0,870 | 0,020
100 9,65 9,63 9,65 9,68 9,63 0,965 | 0,020
120 10,49 10,51 10,48 10,50 10,51 1,050 | 0,020
140 11,19 11,20 11,18 11,21 11,25 1,121 | 0,020
160 11,85 11,96 11,97 11,95 11,93 1,193 | 0,020
180 12,40 12,39 12,45 12,48 12,49 1,244 | 0,020




Tabul/ka 5 — Doby kmitu pre pruzinu 3

10T [9
m[g] | 1. meranie | 2. meranie | 3. meranie | 4. meranie | 5. meranie | ur[s] | o[9
80 6,71 6,77 6,73 6,76 6,74 0,674 | 0,020
100 7,55 7,49 7,55 7,48 7,48 0,751 | 0,020
120 8,18 8,21 8,23 8,24 8,17 0,821 | 0,020
140 8,90 8,86 8,88 8,89 8,91 0,889 | 0,020
160 9,43 9,51 9,54 9,46 9,43 0,947 | 0,020
180 10,11 10,13 10,13 10,12 10,09 1,012 | 0,020

Tabul/ka 6 — Doby kmitu pre pruzinu 4

10T [9
m[g] | 1. meranie | 2. meranie | 3. meranie | 4. meranie | 5. meranie | ut[s] | o[
80 4,09 4,17 4,11 4,10 4,12 0,412 | 0,020
100 4,59 4,54 4,60 4,53 4,60 0,457 | 0,020
120 5,08 4,99 4,96 4,97 5,04 0,501 | 0,020
140 5,46 5,45 5,48 5,41 5,44 0,545 | 0,020
160 5,92 5,81 5,77 5,92 5,82 0,585 | 0,020
180 6,14 6,19 6,20 6,19 6,16 0,618 | 0,020
200 6,53 6,51 6,46 6,46 6,45 0,648 | 0,020

Tabul/ka 7 — Doby kmitu pre pruzinu 5

10T (9
m[g] | 1. meranie | 2. meranie | 3. meranie | 4. meranie | 5. meranie | ut[9] | o1 [9)
120 3,30 3,31 3,23 3,31 3,25 0,328 | 0,020
140 3,59 3,51 3,47 3,51 3,53 0,352 | 0,020
160 3,70 3,76 3,75 3,80 3,80 0,376 | 0,020
180 4,00 3,99 4,04 3,99 4,01 0,401 | 0,020
200 4,20 4,19 4,19 4,20 4,19 0,419 | 0,020
220 4,48 4,40 4,41 4,42 4,43 0,443 | 0,020
240 4,60 4,59 4,64 4,58 4,61 0,460 | 0,020

ut je stredna hodnotu nameraného stboru déb kmitu a ot je chyba uréenia ¢asu. ot uréime ako
kvadraticky priemer S&tatistickej chyby uréenia ¢asu achyby spdsobenegj reakénou dobou
experimentatora. Tuhost’ pruZiny vypocitame podla vzt'ahov (3), (7) aspracujeme metddou
line&rnej regresie pomocou programu Origin, pricom 4z°m povaZujeme za nezévislt velicinu
a T2 za zavislt velicinu. Chybu ur&enia tuhosti pruziny uréime podobne ako pri statickej metode.
Tuhosti jednotlivych pruzin:

pruzina 1:

pruzna 2:

pruzina 3:

pruzina 4:

pruzna 5:

K,

(6,22+0,28)Nm™
k, =(4,36+0,16)Nm™*
k, = (6,994 0,34)Nm*
k, =(18,7+14)Nm*
k = (44,5+4,5)Nm'*

h, =4540°
h, =3740°
h, =4940°
h,, =7540°
h, =1,040"




Zavidost w na \/E:
m

Vzt'ah (7) overime tak, Zze porovname uhlové rychlosti uréené podravztahu (3), do ktorého
dosadime dobu kmitu uréenu pri dynamicke] metdde, a podr'a vzt'ahu (7), do ktorého dosadime
tuhost” pruziny, uréenu pri statickej metéde. Chybu urcenia uhlovej rychlosti vypocitame podlra
prenosu chyb, vid’ [3]. Vypocitané uhlove rychlosti aich chyby pre jednotlivé pruziny obsahuju
tabul/ky 8 — 12.

Tabu/ka 8 — Uhlové rychlosti wsat & wayn pre pruzinu 1
m[g] | 80 ] 100 ] 120 [ 140 [ 160 | 180
wsat [S]] | 8,75] 7,83 17,15 6,63] 6,20 | 5,85
s, [s003|003|002|002|001|001
wan ST |8,80]7,84]7,18]6,64]6,28]592
Sw, [5|025(020|016|014|0,13|0,11

Tabu/ka 9 — Uhlové rychlosti mgar & wayn pre pruzinu 2
m[g] | 80 | 100 | 120 | 140 | 160 | 180
weat [SY | 7,381 6,60 6,01 [ 5,561 | 5,202 | 4,910
s, [s002|002|001|0006 | 0,006 0,006
wan[s7] | 7,22]651|598]| 560 | 527 | 505
Sw, [51]017]013|011| 0,10 | 0,09 | 0,08

Tabu/ka 10 — Uhlove rychlosti wgat & wayn pre pruzinu 3
m[g] | 80 [ 100 ] 120 [ 140 | 160 | 180
wsa [S1] | 9,53]852(7,78]7,20]672]6,34
s, [s005|003|002|002|001|001
wan[s7] |9,32]837]7,65]7,07]663]621
Sw, [5|028[022|019 016|014 0,12

Tabu/ka 11 — Uhloveé rychlosti wgat & wayn pre pruzinu 4
m|g] 80 | 100 | 120 | 140 | 160 | 180 | 200
wsat [S7] | 15,66 | 13,87 | 12,58 | 11,67 | 10,87 | 10,27 | 9,76

s, [s] 020 | 014 | 0,10 | 0,08 | 0,07 | 0,05 | 0,05
wan [SY | 15,25 | 13,75 | 12,54 | 11,53 | 10,74 | 10,17 | 9,70
Sw,[S7] 074 | 060 | 050 | 042 | 0,37 | 0,33 | 0,30

Tabu/ka 12 — Uhloveé rychlosti wsat & wayn pre pruzinu 5
m[g] | 120 | 140 | 160 | 180 | 200 | 220 | 240
wsat [S7] | 19,06 | 17,51 16,28 | 15,28 | 14,59 | 13,87 | 13,35

s, [s7]035| 027 (021|018 015|013 | 0,12
wan[s] | 19,2 | 17,8 | 16,71 15,67 | 15,00 | 14,18 | 13,66
Sw, [ST| 1,2 | 1,0 | 089 | 0,78 | 0,72 | 0,64 | 0,59




Tiazové zrychlenie:

TiaZzove zrychlenie urcime zo vzt'ahu (9) pre vetky pruziny avSetky hmotnosti. Chybu uréenia
tiazového zrychlenia uréime podlra prenosu chyb, vid [3]. Vypoéitané hodnoty obsahuju
tabul/ky 13 a 14.

Tabu/ka 13 — TiaZove zrychlenie pre pruziny 1 — 4
pruzina 1 pruzina 2 pruzina 3 pruzina 4
m[q] [ g[ms? [ og[ms” | g[ms?] [ og[ms?] | g[ms? [ og[ms] | g[ms? [ og[ms?]
80 9,91 0,57 9,38 0,44 9,38 0,57 9,30 0,93
100 9,83 0,51 9,54 0,38 9,46 0,50 9,64 0,86
120 9,90 0,44 9,69 0,36 9,48 0,47 9,75 0,79
140 9,83 0,42 9,94 0,36 9,45 0,43 9,57 0,71
160 | 10,06 0,42 10,05 0,34 9,54 0,41 9,57 0,67
180 | 10,06 0,38 10,38 0,33 9,41 0,37 9,62 0,63
200 9,69 0,61

Tabu/ka 14 — TiaZové zrychlenie pre pruZzinu 5
m[g] [120] 140 | 160 | 180 | 200 | 220 | 240
g[ms9 [ 99]102]10,3]10,3| 10,4 | 10,25 | 10,26
og[ms]|13]12]11]11]120]09 | 091

Celkové namerané tiazové zrychlenie urcime ako aritmeticky priemer hodnét tabuliek 13 a 14.
Podobnym sp6sobom uré¢ime aj chybu tiaZzového zrychlenia.
TiaZzove zrychlenie:

g =(9,78+0,66)ms 2 h, =67%0

Grafické zavidosti:

&k o
Zavislost w = fé\/% T znazoriiuje graf 1; zavislost' w = f(\/F) znézornuje graf 2 a zavislost’
2

®/10 :
w = fé\/: T zndzoriuje graf 3.
Mg

Diskusia vydedkov:

Tuhosti jednotlivych pruzin ur¢ené pomocou staticke] a dynamickej metddy sa v ramci
svojich chyb zhoduju. Na chybu tuhosti pruziny uréenej pomocou statickej metody ma vplyv len
chyba prediZenia pruziny. Meranie tuhosti pruzin dynamickou metddou je zatazené vacSou
chybou. Relativna chyba tuhosti pruziny je v rozmedzi od 3,7 % pre pruzinu 2 az po 10 % pre
pruZznub5. Je to spbsobené vysokou chybou merania ¢asov danou reakénou dobou
experimentatora. Meranim desiatich period pre kazdi hmotnost’ sa chyba znizi o ra&d. VacSia
relativna chyba tuhosti pruziny je spdsobend g tvarom vztahu (8), v ktorom doba kmitu sa
vyskytuje v druhej mocnine, t.j. chyba doby kmitu sa prejavi dvojnasobne na chybe tuhosti
pruziny.

- / k . . . . A .
Zavislost w na .[— je znazornena v grafe 1; na zéklade ne] mbzeme potvrdit’ platnost
m

vztahu (7). Na overenie vztahu(7) je nutné a postatujice, aby smernica preloZzene]



priamky a v grafe 1 bola rovna 1. Pomocou programu Origin sme véZenou linedrnou regresiou
pre smernicu a dostali hodnotu a = (0,9995+ 0,0045), ¢o overuje platnost’ vztahu (7).

V grafe 2 je znézornena zavislost w na +/k, pricom za tuhost pruziny dosadzujem
hodnoty urc¢ené pomocou statickej metddy. PreloZzené priamky sme stanovili linearnou

regresiou, pricom pre ich smernice b by malo platit b= \/% (10). Pomocou programu Origin

sme urcili nasledujlice smernice b =(2,87+0,03), b, =(267+0,03), b, =(251+0,03),
b, =(2,38+0,02), ¢o vramci chyby zodpoveda teoretickym hodnotam uréenym podra (10).
Odchylky od teoretickej hodnoty sivisia s tym, Ze zanedbavame hmotnost’ pruzin.

V grafe 3 je vynesena zavislost’ w na \/I , ktora je ekvivalentna regresnej zavislosti,
m

preto s priamky v grafe 3 vypocitané z tuhosti pruzin meranych dynamickou metédou.
Priemernd hodnota tiaZzového zrychlenia v ramci chyby sthlasi s tabul’kovou hodnotou
uvedenou Vv [4]. Uvedena priemernd hodnota je zataZzend vel'kou chybou (relativna chyba je
6,2 %), je to spdsobené nepresnym uréenim doby kmitu. Vo vzt'ahu pre tiazové zrychlenie sa
doba kmitu vyskytuje v druhej mocnine, t.j. na chybe tiazového zrychlenia sa prejavi
dvojnasobne. Na presné stanovenie tiazového zrychlenia tdto metéda nie je vel’mi vhodna

Fomocou statickej metddy sme uréili nasledujiice tuhosti piatich pruzin
. pruznal: k, =(6,14+0,03)Nm’* h, =4940°
pruzina 2; k, =(4,34+0,02)Nm™* h, =46240°
pruzina 3; k, =(7,25+0,04)Nm’* h, =55%0°
pruzina 4: k, =(1912+0,29)Nm’* h, =15407
pruzina 5 ks =(42,7+11)Nm* h, =26407
Pomocou dynamickej metédy sme urcili nasledujlce tuhosti pruzin
pruzina 1: k, =(6,22+0,28)Nm™* h, =450
pruzina 2; k, =(4,36+0,16)Nm™* h, =37407
pruzina 3: k, = (6,994 0,34)Nm* h, =49407
pruzina 4: k, =(18,7+14)Nm* h, =7,5407
pruzina 5 k = (44,5+4,5)Nm'* h, =10x40™"

Z merania doby kmitu zavaZia zavesené na pruzine a pomocou tuhosti pruziny uréenej pomocou
statickej metédy sme overili platnost’ vzt'ahu (7).
Z doby kmitu telesa na pruZine zndmej hmotnosti a prediZenia pruziny po zaveseni tohto telesa
sme urcili miestne tiazove zrychlenie

g =(9,78+0,66)ms 2 h, =67%0
Jednotlivé zavislosti zobrazuju grafy 1, 2 a 3.
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