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Pfipominky:

Reakcna doba experimentatora: "Na zaklade ¢oho? A ako, potom vysvetlite,
Ze sa namerané hodnoty (opakovane) zhoduju omnoho presnejSie???

Vo vysledkoch merania pri Glohe 2 je uvedené: "A pre¢o myslite, Ze sa meranie
mdZe opakovat - ked si poviete, Ze hodnoty nemdzeme zmerat presnejSie ako na 0,2 s,
potom je snad opakovanie a pocitanie priemeru celkom zbyto&né, nie!!!

Na konci diskusie pri poslednej vete je napisané: "Ale myslite, Ze by to
- teoreticky - mal byt takyto polyndm??"

Pri grafe 1 pri kvadratickej interpolacii je napisané: " ALE MYSLITE, ZE takto by skutoéne

zavislost mala vyzerat.




Pracovné ulohy:

1. Zmerajte dobu kmitu T dvoch rovnakych neviazanych fyzikalnych kyvadiel.

2. Zmerajte dobu kmitu T; dvoch rovnakych fyzikalnych kyvadiel viazanych slabou pruznou
vazbou vypustenych z pokoja so zatiatocnymi podmienkami:

a y,=y,=B doba kmitu T,
b. yy=-y,=B doba kmitu T,
C. 1=0y,=

i. dobakmitu Ts

ii. dobaT,/2, zaktord dojde k maximélnej vymene energie medzi kyvadlami
3. Vypocitajte kruhové frekvencie wo, w1, wy, ws a w4 zodpovedajlice dobam To, Ty, To, Tz aTy;
meranim overte platnost’ vzt'ahov odvodenych pre 3 a4.
4. Vypocitajte stupen vazby «.
5. Pre jednu pruzinu zmerajte zavislost’ stupnia vazby na vzdialenosti zavesenia pruziny od
zévesu kyvadla a graficky znazornite.

Teoreticka ¢ast’:
Majme dva rovnaké fyzikdlne kyvadla viazané slabou pruznou vézbou. Bez véazby vykonavaju
obe kyvadla harmonické kmity s kruhovou frekvenciou wo

Wo =47 ()

kde D je direkény moment al je moment zotrvacnosti kyvadla.

Vazba spbsobi, Ze v rovnovaznej polohe si obe kyvadla oto¢ené voci vertikdlnemu smeru
o uhol « proti sebe. Ak vychylime prvé kyvadlo z rovnové&znej polohy o uhol ¢1 a druhé kyvadlo
0 uhol ¢,, pohybové rovnice pre kyvadlo 1 resp. 2 maja tvar

IJ =-Dj,- D*(i 17 2)

j,=-Dj,+D(,-i,)

kde D je direkény moment, | moment zotrvacnosti kyvadlaaD”™ direkény moment pruziny.
RieZenie pohybovych rovnic matvar

] , =& cosw,t+Db sinw,t+a,cosw,t +b, Snw,t

: 3
, =8, cosw,t +b sinwt - a, cosw,t - b, sinw,t )

kde w, = \/7 1/ D+2D° st kruhové frekvencie; a;, ap, by a b, sl integraéné kontanty,

ktoré ur¢ime zo zaclamcnych podmienok; t je ¢as.
Ak pozname dobu kmitu kyvadla, bude kruhové frekvencia dana vyrazom

, (2)

2
W= (4)
1. Zaciatocné vychylky st rovnaké
Z&iatoéné podmienky maju tvar
i.(0)=j.0)=A
L ’ )
j.=],=0

kde A je F'ubovol'na konstanta uréujlica zaciato¢nu vychylku.
Zrovnic (3) vyplyva a, = A aa, =b, =b, =0, teda

j =] ,=Acoswt. (6)
Obe kyvadlé sa pohybuju tak, ako by vazba medzi nimi nebola realizovana



2. Zaciatocné vychylky sl opacne orientované
Z&iatoéné podmienky maju tvar
j 1(0):A ] 2(0):'A
L - (7)
J1=],=0
Z pohybovych rovnic (3) dostaneme a, = A aa, =b, =b, =0, teda
J1=-] .= Acosw,t. (8
Obe kyvadla kmitgju srovnakou amplitidou arovnakou frekvenciou w,, ae sfézovym
posunom 7.
3. Jedna zaciatocna vychylka je nulova
Z&iatoéné podmienky maju tvar
i,0)=0j,(0)=A

. < (9)
J1=5],=0
Z pohybovych rovnic (3) dostaneme a, =- a, = é ab =b, =0, teda
i, =2 (coswyt - cosw,t)= AsnSe (w, - w )t UsinEx w, +w, )t
2 82 H 8 i o
. A él u
2= (cosw,t + cosw,t) = Acose> (W, - w, HCOSS L(w, +W1)tH

Ak je vazba slabd, t.j. w, je len 0o malo vécSie ako w1, mbZeme rovnice (10) interpretovat’ tak, Ze
obe kyvadla kmitaju s rovnakou frekvenciou.

w, =225 (11)

aamplitddy ich pohybu Asin%(w2 -w, )}t resp. Acos% (W, - w, )t sa'scasom periodicky menia

s frekvenciou
w, = % . (12)
Stupen vazby « je definovany ako
o'
k = —. 13
D+D (13)
Porovnanim so zavedenim kruhovych frekvencii w; a w, dostaneme pre stupen vazby
Wy - W (14)
w2 +w;

Podmienky merania:

Podmienky merania st ur¢ené pomocou digitdlneho meracieho pristroja:
teplota: t=(25,7+05)°C
vihkost vzduchu:  (29,9+1)%

Vydedky merania:

Na meranie peridod sme pouzivali stopky riadené sietovou frekvenciou. Najprv sme pomocou
Citata overili, Ze sietova frekvencia je 50 Hz, t.j. nie je nutna Ziadna korekcia nameranych
hodnét. DodrZiavanie za&iato¢nych podmienok sme zaistovali pomocou mechanického
spust'acieho zariadenia. Reakend chybu experimentétora oex, 0dhadneme na0,2 s.



Vzdialenost’ | pruziny od upevnenia zavesu sme uréovali pomocou pasového meradla
Vzhradom k tomu, Ze uchytenie pruziny apolohu miesta zavesu nie je mozné urcit' presne,
odhadneme absolutnu chybu veli¢iny | na0,3 cm.

Uloha 1:
Merali sme dobu desat’ kmitov 10 T, oboch kyvadiel.

Tabu/ka 1 — Doby kmitov dvoch neviazanych kyvadiel

kyvadio 1 kyvadlo 2
&islo meranian [ 10T, [ | T, [§ | 10T, [ | T, [
1 1921 | 1,921 | 1917 | 1,917
2 1920 | 1,920 | 19,20 | 1,920
3 1920 | 1,920 | 19,18 | 1,918
4 1918 | 1,918 | 19,16 | 1,916
5 1920 | 1,920 | 19,19 | 1,919
L[S 1,0198 1,0180
ot [9 0,0005 0,0007

V taburke x znamend aritmeticky priemer hodndt a ogs: SMerodajnl odchylku aritmetického
priemeru hodndt. AbsolUtnu chybu doby kmitu To uréime ako kvadraticky priemer o4+ a chyby
experimentatora oeq Vydeleny poétom meranych kmitov.

Dobakmitu T, kyvadla 1:

T, =(1,920+0,020)s h. =1040"
Doba kmitu T, kyvadla2:
T, =(1,918+0,020)s h_ =10%0"?

n je relativna chyba zadanej veliciny.
Doby kmitu T, aT, sav ramci chyby neliSia, t.j. mdzeme ich povazovat’ za rovnaké kyvadla

Uloha 2:

Tato Ulohu rieSime pre vzdialenost’ pruziny od upevnenia zavesu | = (36,01 O,3)cm. Pre rovnaké
zaciato¢né podmienky uréujeme dobu desiatich kmitov T;; pre opatne orientované z&tiatocné
podmienky ur¢ujeme takisto dobu desiatich kmitov T,. Ak je jedna zagiatoéna vychylka nulova
uréujeme pre dihSiu pruzinu tri kmity Ts a pre kratSiu sedem kmitov Ts. Pri dobe, za ktor( dojde
k maximalnej vymene energie medzi kyvadlami, uréujeme polovicu kmitu T,.

Tabu/ka 2 — Doby kmitov viazanych osciltorov pre dlhSu pruzinu

cislomeranian | 10 Ty [s] | T1[s] | 10 T2 [ | To[s] | 3Ts[9 | Ts[g] | T/2[9 | Ta[9]
1 19,16 |1,916| 16,78 |1,678| 536 |1,787| 13,09 | 26,18

2 19,13 |1,913| 16,70 |1,670| 538 | 1,793| 13,05 | 26,10

3 19,17 1917 16,71 |1671| 5,38 |1,793| 13,09 | 26,18

4 19,14 |1914| 16,73 |1,673| 537 |1,790| 13,05 | 26,10

5 19,20 |1920| 16,77 |1,677] 539 |1,797] 13,06 | 26,12

(9 1,916 1,674 1,792 26,14

Ostat [S] 0,001 0,002 0,002 0,02




Tabu/ka 3 — Doby kmitov viazanych osciltorov pre kratSiu pruzinu

cislomeranian | 10 Ty [s] | To[s] |10 To[s] | To[s | 7Ts[s] | Ts[s] | Ti/2[9] | Ta[9
1 1921 |1921| 1841 1,678 | 13,07 | 1,867 | 43,62 | 87,24

2 19,15 | 1,915 18,36 1,670 | 13,12 | 1,874 | 43,62 | 87,24

3 19,21 1,921 18,38 1,671 | 13,08 | 1,869 | 43,59 | 87,18

4 19,15 |1915| 18,37 1,673 | 13,14 | 1,877 | 43,33 | 86,66

5 19,22 | 1,922 18,38 1,677 | 13,13 | 1,876 | 43,37 | 86,74

w9 1,919 1,8380 1,873 87,01

Ostat [ 5] 0,002 0,0008 0,002 0,13

V taburke x4 znamend aritmeticky priemer hodndt a ogs: SMerodajni odchylku aritmetického
priemeru hodn6t. Absolutnu chybu jednotlivych déb kmitu ur¢ime podobne ako v prvej lohe.
DlhSia pruzina

= (1,916 +0,020)s h, =100
= (1,674+0,020)s h,, =120
= (1,792+0,067)s h, =37407
=(2614+0,40)s h;, =1540°°
KratSia pruZi na
.~ =(1,919+0,020)s h, =040
T2 =(1,838+0,020)s h, =1140°?
T, =(1,873£0,029)s h,. =15%0"
T, =(87,01£0,42)s h, =4840
Uloha 3:

Kruhové frekvencie zodpovedajlce jednotlivym dobam kmitu vypocitame podra (4). Ked'Zze vo
vztahu (4) vystupuje len jedna merana velicing, tak relativne chyby w; st rovnaké ako relativne
chyby im zodpovedajucich déb kmitu T;; na zaklade tychto relativnych chyb uré¢ime im
zodpovedajuce absolutne chyby.

Kyvadio 1:
=(327+0,03)s* h,, =100
Kyvadlo 2:
- =(328+0,03)s* h, =1040"?
DlhSia pruzina
=(328+0,03)s* h,, =100
=(3,75+0,05)s* h,, =1,2>40°2
w, =(351+0,13)s™* h,, =3740?
=(0,240+0,004)s h,, =1540~
KratSia pruzina:
=(327+0,03)s* h, =1040"
=(3,42+0,04)s! h, =110~
=(335+0,05)s* h, =15407



w, =(0,0722+0,0003)s™* h, =48407°

Na zé&klade nameranych kruhovych frekvencii w1 aw; vypocitame podla vzt'ahov (11) a (12)
kruhové frekvencie ws a w4. Ich relativne chyby uréime podr'a prenosu chyb.
DlhSia pruzina

w, =(352+0,03)s* h,, =850

w, =(0,235+0,03)s* h,, =1340"
KratSia pruzina

w, =(335+0,03)s’* h, =9,040°

w, =(0,075+0,03)s* h,. =40%0"
Uloha 4:

Stupei vazby pre obe pruziny uré¢ime podl'a vzt'ahu (14). Ich chyby ur¢ime podra prenosu chyb.
DlhSia pruzina

k =(0,133+0,014) h, =1140*
KratSia pruzina:

k' =(0,045+0,015) h.=3340"
Uloha 5:

Zavislost' stupna vézby na vzdialenosti zavesenia pruziny od zavesu kyvadla sme uréovali pre
kratSiu pruzinu. Ur¢ovali sme dobu desiatich kmitov 10 T; a 10 T, podobne ako v Ulohe 2.

Tabul/ka 4 —Doby 10 T; a 10 T, pre r6zne vzdialenosti |

l,=(50+03)cm | I,=(10,0£03)em | I,=(150+03)cm | I, =(20,0£0,3)cm
N[10T,[s] |10T,[s] | 10T [s] | 10T,[s] | 10T:1[s] | 10To[s] | 10T, [s] | 10T, [9
1] 1918 [ 1916 [ 1917 | 1913 | 1917 [ 1899 [ 1918 | 1888
2| 1917 | 1920 | 1921 | 1911 | 1916 | 1895 | 19,16 | 18,79
3| 1918 | 1913 | 1916 | 19,12 | 1918 | 1904 | 1916 | 18,77
4| 1921 | 1928 | 1918 | 1914 | 1920 | 1901 | 1920 | 18,87
5/ 1915 | 1918 | 1919 | 1911 | 1916 | 1899 | 1916 | 1880

l, =(25,0+0,3)cm | I, =(30,0+0,3)em | I, =(350£0,3)cm | I, =(40,0+0,3)cm
N[10T,[s] |10T,[s] | 10T1[s] | 10T,[s] | 10T, [s] | 10To[s | 10T, [s] | 10T, [9
1] 1920 [ 1877 | 1919 | 1860 | 1918 [ 1838 [ 19,18 | 18,19
2| 1919 | 1867 | 1917 | 1852 | 1918 | 1840 | 1920 | 1816
3| 1922 | 1869 | 1922 | 1855 | 1920 | 1836 | 19,19 | 1814
4| 1918 | 1870 | 1923 | 1856 | 1919 | 1834 | 1917 | 1813
5] 1923 | 1867 | 1920 | 1853 | 1921 | 1835 | 1915 | 1816

Statistickym  spracovanim tychto nameranych Udajov dostaneme doby T: aT.. oga j€
smerodajnou odchylkou aritmetického priemeru hodnét T, a T». Tato chybu mdZeme zanedbat’,
lebo na celkovej absolltnej chybe ocx Sa neprejavi (vypocet ako v tlohe 1). o resp. n znamena
absolutnu resp. relativnu chybu danej veli¢iny; tieto chyby ur¢ime podra prenosu chyb, [3].
Stupen vazby a chybu ur¢ime podobne ako v Ulohe 4.



Tabu/ka 4 — Spracovanie vys edkov a stuper vazby

l, =(50+03)cm | I, =(10,0+03)cm | I, =(15,0+0,3)cm | I, =(20,0+0,3)cm
index Udaju 1 2 1 2 1 2 1 2
ToTo[s] | 1,918 | 1,915 | 1,918 [ 1912 | 1,917 | 1,900 | 1,917 | 1,882
Osat 0,001 | 0,002 | 0,001 | 0001 | 0001 | 0001 | 0001 | 0,002
Ocelk 0,020 | 0,020 | 0,020 | 0,020 | 0,020 | 0,020 | 0,020 | 0,020
0T 0,010 | 0,010 | 0,010 | 0,010 | 0,010 | 0011 | 0010 | 0,011
a) 3276 | 3281 | 3276 | 3286 | 3278 | 3307 | 3278 | 3339
O 0,034 | 0,034 | 0,034 | 0034 | 0034 | 0035 | 0034 | 0035
Moo 0,010 | 0,010 | 0,010 | 0010 | 0010 | 0011 | 0,010 | 0,010
K 0,0015 0,0030 0,0088 0,0184
o, 0,0147 0,0147 0,0148 0,0147
i 9,8 4,9 17 0,80
l, =(25,0+0,3)cm | I, =(30,0£0,3)cm | I, =(350£0,3)cm | I, =(40,0+0,3)cm
index Udaju 1 2 1 2 1 2 1 2
T To0s] | 1,920 | 1,817 | 1,920 | 1,855 | 1,919 | 1,837 | 1,918 | 1,816
Ogat 0,001 | 0002 | 0001 | 0001 | 0001 | 0001 | 0001 | 0,001
Ocelk 0,020 | 0,020 | 0,020 | 0,020 | 0,020 | 0,020 | 0,020 | 0,020
0T 0,010 | 0011 | 0010 | 0011 | 0010 | 0011 | 0010 | 0,011
© 3272 | 3360 | 3272 | 3387 | 3274 | 3420 | 3276 | 3,460
O 0,034 | 0036 | 0034 | 0037 | 0034 | 0037 | 0034 | 0038
Mo 0,010 | 0011 | 0010 | 0011 | 0010 | 0011 | 0010 | 0,011
K 0,0265 0,0345 0,0436 0,0546
o, 0,0149 0,0151 0,0150 0,0151
e 0,56 0,44 0,34 0,28

Zavislost stupna vézby na vzdialenosti zavesenia pruziny od uloZenia zévesu kyvadla
spracujeme pomocou programu Origin. Danu zévislost’” zobrazuje graf 1. Graf 1 zobrazuje
krivku, ktora vznikla kvadratickou interpoléciou y = 2,02143X10 ° x* +6,61548x0 “ x- 0,00391

Diskusia vydedkov:

Na chybu merania déb kmitu kyvadiel aznich vypocitanych kruhovych frekvencii mala
najvassi vplyv reakénd doba experimentatora; &atisticka chyba sa vplyvom opakovani
jednotlivych merani znizila na zanedbatel’ni hodnotu.

Doby kmitu T, a T, neviazanych fyzikalnych kyvadiel sav ramci chyby zhoduijd, t.j. kyvadla
mozeme povazovat’ zarovnaké. Dalgj je vidiet, Ze perioda kmitu To sav ramci chyby neodlisuje
od Ziadnej z nameranych hodndt pre dobu kmitu T;, ¢o potvrdzuje, Ze doba T; nijako nezavisi na
vazbe kyvadiel (doba T; je urcena, ak obe zaciatocné vychylky st rovnaké).

Vypocitané hodnoty ws a w4 v ramci svojich chyb sihlasia s nameranymi hodnotami, ¢o overuje
vztahy (11) a (12). Pri merani doby kmitu T4 bolo vel'mi naro¢né stanovit’, kedy presne prvé
kyvadlo nadobuda maximélnu vychylku a druhé kyvadlo je zasa v pokoji.

Na pomerne velku relativnu chybu vypocitane] hodnoty kruhovej frekvencii w4 (13 % resp.
40 %) ma vplyv tvar vztahu (12), kde od¢itavame dve blizke hodnoty, atym dostaneme malu
hodnotu, kym absolitne chyby nemézu klesnit' pod chyby odgitanych veli¢in. Podobnym
spdsobom vznikla chyba (11 % resp. 33 %) pri uréovani stupna vézby « pre obe pruziny pri
vzdialenosti pruziny od zavesu | =(36,0+0,3)cm.



Pri ur¢ovani zavislosti stupna vazby na vzdialenosti pruziny od zavesu je uréenie stupia vazby
zat'azené vel’kou relativnou chybou (v troch pripadoch prekracuje 100 %), ¢o je spbsobené tym,
Ze od¢itavame dve blizke hodnoty. Sklesajicou vzdialenostou upevnenia pruziny od zavesu
stupei vazby klesa a je pravdepodobné, Ze ak by sme pruzinu upevnili presne na zavese, tak by
bola vazba nulova. Zavislost’ stupna vazby na vzdialenosti pruziny od zavesu mdzeme dobre
aproximovat’ polyndmom druhého stupna, ¢o znazoriuje graf 1, v ktorom sl vynesené
z experimentélnych hodnét vypocitané stupne vézby v zavislosti na vzdialenosti pruZiny od
zavesu. Aproximacia zavislosti stupia vazby polynémom druhého stupna je lepSia ako linearna
interpolécia.

Zaver:
1. Preobe kyvadla sme urcili dobu kmitu
Kyvadio 1: T, =(1,920+0,020)s, h, =10407,
Kyvadio 2: T, =(1,918+0,020)s, h,. =100,
2. Prevzdialenost’ pruZiny od upevnenia zavesu | =(36,0+ 0,3)cmsme urcili tieto doby kmitu
Dlh&ia pruzina: T, =(1,916+0,020)s, h, =100,
T, = (1,674£0,020)s, h, =1,2:072,
T, = (1,792+0,067)s, th =370,
T, =(26,14+0,40)s, h;, =150,
KratSapruzina T, =(1,919+0,020)s, h, =1040°,
T, =(1,838+0,020)s, h, =11402,
T, =(1,873+0,029)s, h,. =15%07,
=(87,01£0,42)s, h, =48%10°.
3. Tymto peribdam zodpovedajt’J kruhové frekvencie
Kyvadio 1: , =(327+0,03)s?, h,, =100,
Kyvadio 2: w, =(3,28+0,03)s*, h,, =100,
Dlh&ia pruzina: w, =(328+0,03)s %, h,, =100,
w, =(3,75+0,05)s %, h,, =120,
w, =(351+013)s%, h,, =37407,
w, = ( 240+ 0,004)s, h,, =15407.
KratSia pruzina " =(3,27+0,03)s ¢, h,, =10%07?,
:(3421004)5'1, h,, =1140°%,
w, =(335+0,05)s *, h,, =1540°%,
=(0,0722+0,0003)s *, h, =4840,

Kruhové frekvencie uréené podra(11l) a (12) vramci chyby zodpovedaju nameranym
hodnotéam, ¢o overuje dané vzt'ahy
Dlh&ia pruzina: w, =(352+0,03)s’?, h,, =850,

=(0,235+0,03)s’*, h,, =1340°".



KratSapruzina ~ w, =(335+0,03)s’*, h, =9,0%07,

w, =(0,075+0,03)s’*, h,. =4040".
4. Preobe pruziny sme urcili stupen vazby
DlhSia pruzina: k =(0,133+0,014), h, =1140°".
KratSia pruzina k' =(0,045+0,015), h, =33%0".

5. Urcili sme zavislost' stupna vézby na vzdialenosti zavesenia pruziny od uloZenia zavesu
kyvadla, ktoru znézornuje graf 1.
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